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Presentacion

Yves Chevallard recibié en 2009 el premio Hans Freudenthal que otorga
bienalmente la International Commission on Mathematical Instruction
(ICMI) en reconocimiento por el desarrollo de un gran programa de
investigacion en didactica de las matematicas (a major cumulative
program of research in mathematics education). El programa que se
reconoce con este premio, y que la propia ICMI califica como «muy
original, fructifero e influyente», es la teoria antropoldgica de lo didactico
(TAD), de la que ofrecemos aqui un panorama, fruto de los trabajos
presentados en el Tercer congreso internacional sobre la TAD, que se
celebr6 en Sant Hilari Sacalm (Girona) en enero de 2010.

Mas alla de su valor simbdlico, el reconocimiento internacional que
supone el premio Hans Freudenthal constituye una nueva evidencia del
proceso de consolidacion que ha vivido en estos Gltimos afios la comuni-
dad de investigadores que trabajan en el enfoque antropolégico. EI Primer
congreso internacional sobre la TAD, celebrado en 2005 en Baeza (Jaén),
coincidiendo con los 25 afios de transposicion didactica, ya respondia a
un importante enriquecimiento de este programa de investigacion que
rompia con la vision dominante en materia de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas y no ha cesado de evolucionar durante estos Gltimos
treinta afios. Sin embargo, sigue siendo hoy en dia una tarea tan vigente
como necesaria para el desarrollo de la investigacion didactica el



profundizar en las rupturas iniciadas por los primeros analisis de la
transposicion didactica.

El texto de Yves Chevallard con el que se inicia este libro presenta
estas rupturas, la mayoria de las cuales estan todavia en proceso de
consolidacion. Su realizacién responde a una exigencia metodolégica de
articulacion de la investigacion con sus objetos de estudio. La primera y
més fundamental de estas rupturas es el reconocimiento de la existencia
de fendmenos didacticos —en el sentido propuesto por Guy Brousseau
con el nacimiento de la teoria de las situaciones didacticas—, que consti-
tuye la principal razon de ser de la ciencia de lo didactico. La ampliacion
del &mbito empirico y de la unidad de analisis de los procesos didacticos,
mas alla del ambito de la clase y del contexto escolar, es otro rasgo
caracteristico del enfoque que propone la TAD y conduce a situar los
objetos de estudio de la didactica en relacion con las condiciones y
restricciones propias a la ecologia institucional de los saberes.

Es evidente que esta perspectiva supone romper con el punto de vista
dominante sobre los problemas educativos y, en particular, distanciarse
de las problematicas de sus actores —alumnos y profesores, principal-
mente— asi como de su manera de vivirlas. Esta toma de distancia
epistemoldgica es basicamente estratégica y no significa ningun tipo de
desentendimiento, ni mucho menos desapego. Al contrario, permite una
articulacion que asegura un reconocimiento pleno de los problemas
vividos por los actores y crea al mismo tiempo las condiciones indispen-
sables para su estudio cientifico efectivo. Como nos recordaba el socié-
logo aleman Norbert Elias, el distanciamiento es una condicion necesaria
para, precisamente, poderse involucrar de manera eficaz, a corto y largo
plazo, en el estudio y la solucion de los problemas sociales.

Los cuatro ejes que estructuran este volumen designan distintos
ambitos de intervencion donde la TAD muestra su potencial de accién. El
primero, y sin duda el mas interno a la propia comunidad investigadora,
aungue no por ello con menor consecuencia practica, se titula La TAD en
el continente didactico hoy. En él se estudia la relacion de la TAD con
otros enfoques didacticos, incluyendo los discursos que se presentan
como una fundamentacién de algunas de las précticas docentes mas
habituales. La profesion docente, y con ella el conjunto de problemas a
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los que debe enfrentarse como tal profesion, constituye también un punto
clave de intervencién de la TAD. Los trabajos que abordan esta proble-
matica quedan recogidos en el segundo eje de este volumen, Ensefiar
matematicas: la profesion y sus problemas. El tercer eje, Teoria y
practica de las actividades y los recorridos de estudio e investigacion,
retine las aportaciones de la TAD al disefio, experimentacion y evalua-
cion de dispositivos didacticos que permiten superar el paradigma impe-
rante de la «visita de las obras» para avanzar hacia el paradigma del
«cuestionamiento del mundo». Este paradigma emergente supone
también una nueva concepcion de la nocién de estudio que la aproxima a
las préacticas de investigacion. Su evolucién requiere la concepcién y
difusion de nuevos gestos de estudio que permitan una relacion renovada
con los instrumentos de obtencidn y contrastacion de la informacion,
instrumentos a los que se dedica el cuarto eje del congreso bajo el titulo
La dialéctica de los media y los medios.”

* La edicion de este libro se ha realizado con la ayuda del proyecto «Los recorridos de
estudio e investigacion como propuesta didactica para la ensefianza de la modelizacion
matematica» (EDU2008-02750/EDUC) del Plan Nacional de I+D+i del Ministerio de
Ciencia e Innovacion.
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Présentation

Yves Chevallard a regu en 2009 le prix Hans Freudenthal qu’attribue tous
les deux ans I’International Commission on Mathematical Instruction
(ICMI) en reconnaissance du développement d’un programme de
recherche majeur en didactique des mathématiques (a major cumulative
program of research in mathematics education). Le programme que
I’attribution de ce prix veut honorer, et que I'ICMI qualifie de «tres
original, fécond et influent », est la théorie anthropologique du didactique
(TAD), dont nous offrons ici un panorama, fruit des travaux présentés au
Troisiéme congrés international sur la TAD qui s’est déroulé & Sant Hilari
Sacalm (Gérone, Espagne) en janvier 2010.

Au-dela de sa valeur symbolique, la reconnaissance internationale que
suppose le prix Hans Freudenthal constitue un nouveau témoignage du
processus de consolidation qu’a vécu au cours de ces derniéres années la
communauté des chercheurs travaillant dans le cadre de I’approche
anthropologique. Le Premier congrés international sur la TAD s’est tenu
en 2005 a Baeza (Jaén, Espagne). Le 25° anniversaire de la transposition
didactique qui se fétait alors faisait écho a un enrichissement trés
important, poursuivi désormais durant plus d’une trentaine d’années, de
ce programme de recherche. L’approfondissement des ruptures amorcées
par les analyses menées, des les années 1980, en termes de transposition
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didactique n’en apparait pas moins, aujourd’hui encore, a 1’ordre du jour
de I’effort de recherche en didactique.

Le texte d’Yves Chevallard avec lequel commence cet ouvrage pré-
sente un tableau de ces ruptures, dont I’accomplissement encore inachevé
répond a une exigence méthodologique de bonne articulation de la
recherche avec ses objets d’étude. La reconnaissance de 1’existence de
phénomenes didactiques — au sens originaire proposé par Guy Brousseau
avec la naissance de la théorie des situations didactiques —, qui constitue
la principale raison d’étre de la science du didactique, est la premiére et la
plus fondamentale de ces ruptures. L’¢élargissement du champ empirique
et de 'unité d’analyse des processus didactiques, au-dela des phéno-
ménes circonscrits au cadre de la classe et du contexte scolaire, est un
autre trait distinctif de 1’approche que propose la TAD, qui conduit a
situer les objets d’étude de la didactique relativement aux conditions et
contraintes propres a 1’écologie institutionnelle des savoirs.

Cette perspective suppose de rompre avec le point de vue dominant
sur les problémes éducatifs et, en particulier, de prendre une distance vis-
a-vis des problématiques des acteurs — éléves et professeurs principale-
ment — et de leur maniére de les vivre. Une telle prise de distance
épistémologique est stratégique et n’implique ni désintérét, ni abandon.
Tout au contraire, elle permet une articulation qui assure une pleine
reconnaissance des problémes des acteurs en méme temps qu’elle crée les
conditions indispensables a leur étude scientifique effective. Comme le
rappelait le sociologue allemand Norbert Elias, cette distanciation est une
condition nécessaire pour pouvoir s’engager de manicre efficace, a court
et long termes, dans 1’étude et la résolution des problémes sociaux.

Les quatre axes qui structurent cet ouvrage désignent différents cadres
d’intervention ou la TAD montre ici son potentiel d’action. Le premier
axe, le plus interne peut-étre a la communauté de chercheurs, mais dont
les enjeux pratiques ne sauraient étre sous-estimés, s’intitule La TAD
dans le continent didactique aujourd’hui. On 'y étudie les relations de la
TAD avec d’autres approches, y compris avec les discours qui tentent de
fonder certaines des pratiques courantes d’enseignement. La profession
de professeur, et I’ensemble des problémes qu’elle doit affronter en tant
que telle, constitue un autre point clé d’intervention de la TAD. Les
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travaux qui abordent cette problématique se rassemblent autour du
deuxiéme axe de I’ouvrage, Enseigner les mathématiques : la profession
et ses problemes. Le troisiéme axe, Théorie et pratique des activités et
des parcours d’étude et de recherche, réunit les apports de la TAD dans
la création, I’expérimentation et 1’analyse de dispositifs didactiques
permettant de dépasser le paradigme dominant de la « visite des ceuvres »
pour avancer vers le paradigme du « questionnement du monde ». Ce
paradigme émergent suppose une conception renouvelée — plus proche
des pratiques de recherche — de la notion d’étude. Une telle évolution
requiert la conception et la diffusion de nouveaux gestes d’étude
permettant une relation repensée aux moyens d’obtention et de vérifica-
tion de I’information, moyens auxquels est consacré le quatriéme axe du
congreés sous le titre La dialectique des médias et des milieux.”

* L’édition de ce livre a été réalisée avec le soutien du projet « Les parcours d’étude et de
recherche comme proposition didactique pour ’enseignement de la modélisation mathé-
matique » (EDU2008-02750/EDUC) du Plan National R+D+i du Ministéere de la Science

et de I’Innovation espagnol.
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Presentation

In 2009, Yves Chevallard received the Hans Freudenthal medal, which
the International Commission on Mathematical Instruction (ICMI)
awards every two years in recognition of the development of “a major
cumulative program of research in mathematics education”. The program
rewarded, qualified by the ICMI as “very original, fruitful and influen-
tial”, is the Anthropological Theory of the Didactic (ATD), a panorama
of which is here offered, composed of papers presented at the Third
International Congress on the ATD, which was held in Sant Hilari
Sacalm (Girona, Spain) in January 2010.

Beyond its symbolic value, the international recognition of the Hans
Freudenthal award constitutes one more proof of the consolidation
process that the community of researchers working on the anthropo-
logical approach have experienced over the last few years. The First
International Congress on the ATD, held in 2005 in Baeza (Jaén, Spain)
coinciding with the 25 years of didactic transposition, was then echoing
an important enrichment of this research program which has been in
permanent evolution during these last thirty years, breaking with the
prevailing vision of teaching and learning mathematics. However, the
paradigmatic breaks introduced by the first analyses in terms of didactic
transposition carried out since the 1980s are still in force and continue to
be necessary for the current developments of didactic investigation.
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Yves Chevallard initiates this book by introducing these breaks, most
of which still need to be consolidated. Their achievement responds to a
methodological requirement of articulating research with its objects of
study. Recognizing the existence of didactic phenomena—in the original
sense proposed by Guy Brousseau since the inception of the theory of
didactic situations—, which constitutes the main raison d’étre of the
science of the didactic, is the first and most fundamental of the afore-
mentioned breaks. The expansion of the empirical field and of the unit of
analysis of didactic processes, beyond the limits of the classroom and the
school context, is another characteristic feature of the approach put
forward by the ATD. It leads to situating the objects of study of didactics
in relation to the conditions and restrictions of the institutional ecology of
knowledge.

It is obvious that this perspective supposes breaking up with the
dominant viewpoint on educational problems, and more particularly
requires a detachment from the problems of its actors—mainly students
and teachers—and the way of experiencing them. This epistemological
distancing is basically strategic and does not mean a lack of interest, and
much less indifference. To the contrary, it enables a coordination that
ensures full recognition of the problems experienced by the actors. At the
same time, it establishes the necessary conditions for its efficient
scientific study. As the German sociologist Norbert Elias reminded us,
detachment is a necessary condition to get efficiently involved in the
study of and the solution to social problems, in the short or medium run.

The four axes that structure this book refer to different fields of
intervention in which ATD shows its full action potential. The first axis,
The ATD within the field of educational research disciplines, which is
also the most internal to the research community itself, is not for that
devoid of practical consequences. It is devoted to the study of the relation
of ATD with other didactic approaches, including the discourses
presented as the basis of some of the most common teaching practices.
The teaching profession, along with the set of problems it needs to face as
such, also constitutes a key point of intervention of ATD. The papers
dealing with these problems feature in the second axis of this book,
Teaching mathematics: the profession and its problems. The third axis,
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Theory and practice of study and research activities and courses,
contains the contributions of ATD to the elaboration, experimentation
and evaluation of didactic devices making it possible to overcome the
prevailing paradigm of “visiting works™ in order to progress towards the
paradigm of “questioning the world”. This emerging paradigm also
implies a new notion of study closer to the research practices. This
development requires the creation and spreading of new study gestures
that enable a renewed relation with the tools used to obtain and check
information, a point on which the fourth axis of the congress focuses,
under the title The dialectic of media and milieus.”

* The edition of this book has been supported by the project “Study and Research Courses
as a didactic proposal for the teaching of mathematical modelling” (EDU2008-
02750/EDUC) of the Spanish National Plan for Scientific Research, Development and
Technological Innovation of the Ministry of Science and Innovation.
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Quel programme pour I’avenir de la recherche en TAD ?

Yves Chevallard
UMR P3 ADEF, Université Aix-Marseille 1, France

Abstract. It is the ambition of this presentation to sketch what the future of
research in ATD will possibly be. The style adopted is decidedly terse, reflecting
thus the intrinsic limits of such an endeavour.

Resumen. La ambicion de esta ponencia es la de esbozar el futuro posible de la
investigacion en TAD. De manera voluntaria, la presentacién utiliza un lenguaje
conciso para una mejor expresion de los limites intrinsecos de tal empefio.

Résumé. L’ambition de cette présentation est de suggérer ce que pourrait &tre
I’avenir de la recherche en TAD. Le style adopté est volontairement concis et
refléte en cela les limites intrinséques d’un tel exercice.

Bosch, M., Gascon, J., Ruiz Olarria, A., Artaud, M., Bronner, A., Chevallard, Y.,
Cirade, G., Ladage, C. & Larguier, M. (Eds.), Un panorama de la TAD (pp. 23-32)

111 Congreso Internacional sobre la TAD (Sant Hilari Sacalm, 25-29 enero 2010)
Conferencias
CRM Documents, vol. 10, Centre de Recerca Matematica, Bellaterra (Barcelona), 2011



Yves Chevallard

1. Une rupture épistémologique inachevee

La didactique nait du désir de créer, aux objets didactiques, un autre
rapport, qui ne soit pas un simple calque « savant» du rapport profes-
soral a ces objets. Cette exigence est affirmée de fagon explicite des les
années 1980.

Pour connaitre adéquatement le rapport des professeurs (et des autres
acteurs de I’école) aux objets « didactiques », les didacticiens ont di créer
un rapport propre, sui generis, a ces objets, au lieu de « recopier » les
rapports existants.

Cette rupture épistémologique, proclamée indispensable, est demeurée
incompléte : elle est aujourd’hui encore inachevée, et, sur certains
aspects, a peine amorcée. Plusieurs conséquences essentielles découlent
de la.

2. Inachévements : le cas de la théorie

L’un des principes théoriques (au sens de la TAD) qui se trouvent au
ceeur de la vision commune du didactique est que 1’étude des faits
didactiques ne releéverait pas d’une théorie au sens des sciences, qui vise a
décrire, expliquer, comprendre le réel.

La théorie dominante du didactique énonce en effet que le réel a
¢tudier est I’effet de nos actions. Selon cette théorie, il n’y a pas de
phénomenes didactiques, ayant leurs lois propres, mais de simples effets
de nos interventions, etc.

A Tinstar de ce qui se passe en médecine, cette épistémologie des
effets s’affirme ainsi dans 1’essor actuel de 1’evidence-based education
(EBE), qui a pour principe « that educational policy and practice should
be guided by the best evidence about what works ».

Dans les sciences humaines et sociales, plus largement, cette évolution
a pour embléme la structure IMRAD imposée aux articles scientifiques —
Introduction, Methods, Results And Discussion — d’ou le cadre théorique
du travail exposé est largement absent.

La TAD prend position, non bien slr contre les empirical studies de
I’EBE, mais contre I’oubli des phénomeénes et des lois didactiques, qui
tend a réduire la didactique a 1’étude de I’empirie sans médiation
théorique.
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Quel programme pour I’avenir de la recherche en TAD ?

3. Inachevements : I’échelle de codétermination didactique

On rappelle ci-aprés la structure de 1’échelle de codétermination didac-
tique :

Civilisation & Société < Ecole ¢, Pédagogie < Discipline

Domaines S Secteurs &, Thémes S Sujets
L’attachement quasi « éthologique » des didacticiens & la position de
professeur les induit souvent a ne prendre en compte, dans 1’échelle des
niveaux de codétermination, guére plus que le niveau de la pédagogie et
celui de la discipline, appréhendée surtout au sous-niveau des themes.

Par contraste, la TAD pousse a prendre en compte I’ensemble des
niveaux de codétermination didactique, et, par 1a, a rompre avec la
naturalisation des situations du monde en mettant en évidence leur
caractére (sur)déterminé.

Une part essentielle des lois didactiques évoquées plus haut se formu-
lent en termes de contraintes (K), de conditions (C) et de rencontre (:R)
ou d’intégration (0) praxéologiques, ce qu’on notera R/O(K, C, ¢, U).

Une contrainte pour une position institutionnelle donnée est une
condition réputée ne pouvoir étre modifiée par qui est assujetti a cette
position agissant en tant que tel (sans solliciter d’autres assujettissements
personnels éventuels notamment).

L’existence, en un domaine d’activité, d’un assujettissement dominant
(celui de professeur par exemple) tend (a) a restreindre ’attention des
acteurs aux conditions réputées modifiables depuis cette position domi-
nante, et (b) & naturaliser et a oublier les contraintes pesant sur ce
domaine d’activité.

Les lois didactiques ne peuvent étre découvertes sans prendre en
compte les ensembles K et C pertinents, qui ont une intersection non vide
avec les divers niveaux de 1’échelle. Sans cela prévaut 1’idée qu’il n’y a
pas de phénoménes, mais seulement des actions didactiques.

4. Inachevements : le cas des infrastructures

Formellement, une infrastructure est un systéme d’organisations praxéo-
logiques (avec leurs bases matérielles) réalisant un ensemble donné de
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conditions. Ces conditions sont des contraintes pour les activités (super-
structurelles) déployées dans I’infrastructure donnée.

Une infrastructure peut avoir une composante en chaque échelon de
codétermination (discipline, pédagogie, etc.) : on parlera de facon généra-
le des infrastructures sollicitées par une organisation didactique donnée.

L’oubli des infrastructures est un aspect clé de /’oubli des contraintes.
Dans le monde professoral, cela conduit en pratique a penser que les
problemes de la profession peuvent étre résolus «a infrastructures
constantes », par un travail seulement superstructurel.

Dans le monde médical, un tel oubli conduirait par exemple a voir des
médecins de ville se réunir pour «réfléchir» ensemble sur telle
pathologie nouvelle —tel le sida au début des années 1980 — et pour
« ouvrir des pistes » thérapeutiques.

Ce qui, en matiere didactique, rend possible un tel égarement est le
faible développement actuel de I’infrastructure de recherche, qui va de
pair avec I’inachévement, voire 1’arrét d’une rupture épistémologique
collectivement assumée.

La TAD a notamment pour objet d’offrir une plate-forme d’analyse et
d’ingénierie infrastructurelles, y compris a ces niveaux de 1’échelle de
codétermination ou, trop souvent, les didacticiens ne s’aventurent guére.

En diverses disciplines scolaires existe une tradition d’apports
infrastructurels disciplinaires spécifiques de la part de « savants ». Ainsi
en va-t-il en mathématiques depuis Blaise Pascal jusqu’a Hassler
Whitney en passant par Henri Lebesgue ou A. N. Kolmogorov.

Pourtant, ces apports savants non didacticiens se révélent souvent en
partie inadéquats, et cela parce qu’ils procedent d’une analyse et d’une
prise en compte tres incomplétes des contraintes pesant sur les types de
systémes didactigques visés.

Ces savants que sont ou devraient étre les didacticiens doivent aussi
contribuer & identifier et a satisfaire les besoins infrastructurels discipli-
naires propres a la diffusion sociale des praxéologies : ce devrait étre la
un secteur de recherches important en TAD.

Il en va de méme solidairement & tous les niveaux de 1’échelle de
codétermination : ainsi, le bouleversement des conditions scolaires créé
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par la diffusion du e-learning et ses effets pédagogiques et disciplinaires
doivent étre un objet d’étude pour la TAD.

5. Inachevements : la didactique

Nombre de didacticiens se définissent encore en écho au monde scolaire :
si D est une discipline enseignée a 1’école, on aura la didactique de D et
les didacticiens de D. On ne pourrait pas se dire didacticien, tout court,
comme on se dit physicien ou sociologue !

Ignorant son attachement a une réalité jalousement assujettissante, on
justifie ce principe en disant que la didactique de D aurait pour objet les
conditions de diffusion spécifiques des praxéologies considérées. Mais
pourquoi alors s’arréter 1a dans la « spécificité » ?

Pourquoi, selon 1’opinion commune, ne pas se dire didacticien des
équations du premier degré, et de cela seulement ? Parce que, dira-t-on,
pour étudier la diffusion de ces équations, il faut étudier la diffusion d’un
ensemble plus vaste d’objets « mathématiques »

Généralisant cette remarque, la TAD avance alors cette définition de
la didactique : la didactique est la science des conditions et contraintes de
la diffusion des praxéologies dans les institutions de la société.

Les conditions et contraintes gouvernant la diffusion sociale d’une
entité praxéologique ¢ relévent en fait de tous les niveaux de codétermi-
nation, et notamment, bien sdr, du niveau de la discipline (ainsi que de
ses sous-niveaux) dont reléve .

A Dinstar des réalités sociales correspondant aux autres niveaux de
codétermination (pédagogie, école, etc.), la discipline n’est pas un donné
qui irait de soi: pour le didacticien, ¢’est un objet a étudier, siége de
contraintes et lieu de conditions possibles.

Si P est un ensemble de praxéologies, par exemple si

P={p [3(p, I, X)}
ou ona 3(g, I, X) si g est utile a X pour le projet IT, on parlera de « la
didactique de P ». Ainsi parlera-t-on de la didactique (des praxéologies)
du développement durable.
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6. Inachevements : le cas des disciplines

L’attachement non analysé au monde professoral conduit certains
didacticiens a faire leur et la différenciation existant entre disciplines
scolaires, et la fiction de quasi-autarcie épistémologique de chacune
d’elle, alors qu’elles sont traversées, nourries de codisciplinarité.

Ce qui est vrai entre disciplines distinctes est vrai encore, en une
discipline scolaire donnée, entre les domaines et secteurs en lesquels elle
a été scindée : les notions de confinement disciplinaire et de codisci-
plinarité doivent donc étre entendues de facon large.

La TAD avance que toute activité humaine en voie de stabilisation
tend a se discipliner de fagon spécifique : toute activité est prise ainsi, au
fil du temps institutionnel, dans un mouvement alterné dans lequel elle se
« dé-discipline » puis se « re-discipline ».

Derriére le figement supposé des disciplines scolaires, il y a une
évolution incessante qui, en une décennie, peut changer a la fois ce qui
est discipliné et la maniére de le discipliner — toutes choses qui sont a
chaque instant au cceur de I’activité de la classe.

La discipline mathématique est aujourd’hui (en France) largement
avancée dans une évolution qui la dé-discipline : un formidable travail de
reconstruction disciplinaire semble indispensable, sauf a laisser se perdre
le patrimoine mathématique scolaire.

7. Inachévements : paradigmes scolaires

Reprenant a son compte une contrainte scolaire tenue pour intouchable,
nombre de didacticiens inscrivent leurs travaux dans le paradigme de
I’étude encore aujourd’hui dominant, celui de la visite des savoirs ou,
plus largement, de la visite des ceuvres.

La TAD analyse ce paradigme comme exprimant et matérialisant un
rapport dominé aux ceuvres de la culture : 1’éléve en est un spectateur
plus ou moins averti et admiratif, non bien slr un créateur, ni méme un
véritable utilisateur.

D’une fagon générale, la TAD propose de lire les faits didactiques a la
lumiére du paradigme du questionnement du monde, partout présent dans
la société mais embryonnaire a 1’école, qui s’exprime d’abord par le
schéma herbartien réduit : S(X; Y ; Q) = R".
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En développant le schéma herbartien réduit, on obtient le schéma dit

développé, [S(X ;Y ; Q) » M] > R, avec

M ={R},Ry,...,R.Ops1,...,On},
ou les Rf sont des réponses a la question Q existant dans la culture et ou
les O; sont d’autres ceuvres jugées utiles a la création de la réponse R".

On peut décrire un certain type d’enseignements scolaires par le
schéma [S(X;Y; Q) ~ Rﬁ] > RY, avec RY = Ri, ou R$ est la réponse
apportée toute faite par Y ; voire par le schéma S(X; Y; Q) > Rﬁ, ou, Q
étant barrée et refoulée (), R$ cesse d’étre une réponse.

L’expression du milieu M, soit M = {Ri, Rg, e Rg, On+1y +-- Omh,
montre (formellement) la diversité disciplinaire potentielle des rencontres
que ’étude de Q, I’enquéte sur Q, autorise : pour cette raison, on parle
par défaut d’enquéte codisciplinaire.

L’enquéte sur une question Q entraine X et Y en un parcours mélant la
recherche (search for, blsqueda de) et 1’é¢tude de réponses R’ et d’autres
ceuvres O au travail de création de la réponse RY, qui est le travail de
recherche (research, investigacion) proprement dit.

L’étude d’une question Q entraine ainsi I’étude de réponses R’ et
celles d’ceuvres O d’autre nature. Parmi elles figurent notamment des
questions engendrées par 1’¢tude de Q : les questions, en effet, sont des
ceuvres, et parmi les plus précieuses.

L’étude d’une question Q se concrétise en un PER dont la durée peut
varier. Plus largement, la description et I’analyse des PER (notamment du
triple point de vue de la topogenése, de la mésogeneése et de la chrono-
genése) est un probléme cardinal de la TAD.

La gestion d’un PER peut étre plus ou moins ouverte du point de vue
des ceuvres (réponses, questions engendrées, autres ceuvres) admises dans
le milieu M, en particulier du point de vue des disciplines dont relévent
leur étude ou leur emploi.

Les contraintes scolaires actuelles tendent a imposer aux PER d’une
part d’€tre quasi monodisciplinaires, d’autre part d’étre strictement
finalisés, c’est-a-dire voulus et gérés de fagcon a faire rencontrer des
ceuvres désignées a I’avance et elles seulement ou presque.

29



Yves Chevallard

La finalisation stricte d’un PER réduit fortement son ouverture. Mais
la limitation de 1’ouverture d’un PER peut ne pas impliquer sa finalisa-
tion. Celle-ci est surtout typique du paradigme (dominant) de la visite des

auvres.

8. Inachevements : les praxéologies

La notion d’organisation praxéologique est au cceur de la TAD. On
nomme équipement praxéologique d’une instance (personne ou insti-
tution) les praxéologies que celle-ci peut mobiliser & un instant donné,
sous certaines contraintes et dans certaines conditions.

La didactique étudie les conditions et contraintes des dynamiques
affectant les équipements praxéologiques. Pour cela, elle doit aussi
étudier la statique de ces équipements praxéologiques, lesquels sont eux-
mémes porteurs de contraintes et de conditions.

La notion de praxéologie a été créée pour subsumer la variété des
notions par lesquelles les sociétés rendent compte de la capacité de
pensée et d’action d’une personne ou d’une institution, offrant ainsi une
visibilité didactique a des domaines d’activité quelconques.

La recherche en didactique doit ainsi explorer des domaines praxéo-
logiques jusqu’ici ignorés, ou abandonnés a d’autres disciplines : ainsi en
va-t-il de I’immense continent des « pratiques professionnelles » et, plus
largement, des pratiques oubliées de 1’école.

Méme dans le champ des pratiques professionnelles les plus familiéres
aux didacticiens, celles des professeurs, des changements attendent d’étre
pris en compte : ainsi en va-t-il par exemple de la diffusion impétueuse,
dans les institutions de formation, du e-portfolio.

9. Inachévements : le didactique

On dit qu’il y a du didactique dans une situation sociale si on y observe la
manifestation d’une intention, portée par quelgue instance, personne ou
institution, de faire quelque chose pour aider quelque instance, personne
ou institution, a apprendre quelque chose.

Dans la plupart des sociétés d’hier et d’aujourd’hui, le didactique,
vital pour I’existence des sociétés, est a la fois presque partout présent et
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presque partout refoulé, y compris a 1’école : ce refoulement du didac-
tique fait émerger le pédagogique, qui le masque.

Il résulte de la que le développement historique du didactique a subi
un extraordinaire retard. Longtemps les gestes didactiques se sont ainsi
réduits au fait de se rendre disponible un texte du savoir, a faire
apprendre « par cceur », et a manier durement la férule.

Sommes-nous sortis de cette gestion de ’étude qui a traversé les
millénaires ? Oui, en ce qui concerne 1’organisation pédagogique. Mais
celle-ci masque !’indigence du didactique — en gros jusqu’a la création de
laTSD.

On qualifiera de didactique toute praxéologie, si simple soit-elle, dont
I’objet est d’aider quelque instance, qui peut étre soi-méme, a étudier une
ceuvre ¥, que celle-ci soit une question ou un complexe praxéologique
guelcongue.

On parle d’organisation didactique A quand I’aide visée consiste a
organiser, de fagon plus détaillée, 1’étude de I’ceuvre considérée. Dans le
systéme didactique S(X ; Y ; ¥), la mise en ceuvre de A suppose en régle
générale la coopération de X et Y.

L’étude des organisations didactiques et de leur écologie doit
désormais prendre en charge les effets infrastructurels dus aux TIC, qui
plongent I’espace didactique usuel dans un hyperespace didactique
(Chevallard & Ladage, 2008).

Le programme que propose aujourd’hui la TAD contient en particulier
celui-ci : visant a décrire et a analyser (ou a concevoir et a réaliser) une
organisation didactique A, on doit examiner la maniére dont elle prend en
charge tout un ensemble de fonctions didactiques.

Le cas le plus général étant relatif & un systéme didactique
S(X;Y; %), ou w désigne une ceuvre quelconque, le cas fondamental est
celui ou I’ceuvre % est une question Q du type « Comment fait-on pour
accomplir une tache du type T ? »

En ce cas, la TAD conduit notamment a interroger A sur la maniere
dont elle prend en charge les moments didactiques qui devraient
permettre d’apporter 2 Q une réponse RY: moment de la premiere
rencontre avec T, moment de 1’exploration de T, etc.
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Dans le paradigme didactique ouvert par le schéma herbartien
développé, A doit étre interrogée sur le traitement qu’elle réserve aux
réponses R’ déposées dans la culture, & propos de trois grandes
guestions : comment observer, puis analyser et enfin évaluer ces R°?

Plus finement, A devra étre interrogée sur la place donnée aux
dialectiques de ’enquéte (ou des PER), en particulier a la dialectique des
médias et des milieux : celles-ci concernent solidairement le fait de
développer, puis de défendre et diffuser la réponse R".

Le cas fondamental conduit a un cas crucial : I’étude d’une ceuvre O
(autre qu’une question) finalisée par 1’étude d’une question Q. En ce cas,
A doit amener a identifier les questions auxguelles O (ou un ensemble
d’ceuvres O;) permet de répondre.

On arrive ainsi a une situation inversée par rapport a 1’ingénierie des
AER : dans celle-ci, étant donné une ceuvre O, Y doit disposer d’une
question a laquelle O permettra de répondre (dans certaines conditions et
sous certaines contraintes).

Ici, il appartiendra & X de chercher a quelles questions O aide a
répondre. Ce qui, dans la TSD, était affaire d’ingénieurs didacticiens est
ici intégré a l’étude, en méme temps que l’analyse a priori externe
devient analyse in vivo interne (Chevallard, 2011).
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Abstract. The notion of “research praxeology” shows the potential offered by
the Anthropological Theory of the Didactic to address the issue of networking
theories in didactics. This new tool provides a unified and effective vision for
conceiving and developing interactions between theoretical approaches, once a
crucial role is given to the notion of didactic phenomena. We use this analysis to
reflect on networking experiences in which we have been involved within the
framework of European research projects or groups.

Resumen. La nocién de «praxeologia de investigacién» muestra el potencial de
la teoria antropoldgica de lo didactico para abordar el tema de la interaccién
entre teorias en didactica. Esta nueva herramienta proporciona una vision
unitaria y efectiva para concebir y desarrollar el trabajo de interaccion entre
enfoques, siempre que se le pueda dar un lugar prominente a la nocion de
fendmeno didactico. El andlisis introducido se ilustra con una reflexion sobre
nuestras experiencias de networking en el marco de grupos o proyectos de
investigacion europeos.

Résumé. La notion de « praxéologie de recherche » montre le potentiel de la
théorie anthropologique pour aborder le théme de I’interaction entre théories
didactiques. Ce nouvel outil nous permet de proposer une vision unitaire et
efficace pour concevoir et développer le travail d’interaction entre approches,
dés lors que I’on situe au centre de 1’analyse la notion de phénoméne didactique.
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Introduction

Les questions posées par l’interaction entre approches didactiques et
cadres théoriques ont été depuis ses débuts une préoccupation constante
de notre communauté comme le montrent bien les travaux des 15 écoles
d’été de didactique des mathématiques qui se sont succédées depuis 1980
en France. Elles ont été aussi présentes a tous les congres de la TAD dans
une au moins des séances plénieres. A la premiére rencontre, ce sont les
connexions entre la TAD et la TSD qui ont été objet d’étude lors de la
conférence inaugurale de Guy Brousseau (2007). A la seconde, elle 1’était
a travers la conférence de Michéle Artigue (2010) ou les connexions
envisagées avaient été élargies mais ce qui était essentiellement présenté
concernait encore une fois des articulations élaborées au sein de notre
communauté, qu’il s’agisse de travaux de théses sur les transitions
institutionnelles ou du développement de 1’approche instrumentale.

Ces questions sont devenues une préoccupation croissante de la
communauté didactique internationale, et cette évolution est particuliére-
ment visible au niveau européen, dans les récents colloques de la
European Society for Research in Mathematics Education (CERME) ou
dans le développement et financement de projets centrés sur ces ques-
tions. La contribution présentée ici s’inscrit dans la continuité des efforts
réalisés, notamment au niveau européen, pour dépasser un morcellement
théorique qui nuit a la capitalisation des connaissances et a leur exploita-
tion didactique (cf. par exemple Prediger, Arzarello, Bosch & Lenfant,
2008 ; Prediger et al., 2010 ; Kidron et al., 2008 ; Artigue, 2009). Ces
efforts ont montré que l’interaction entre cadres théoriques ou entre
chercheurs de différentes approches requiert, au-dela du paradigme de la
« communication » qui semble dominer aujourd’hui les activités d’échan-
ge dans les congrés et rencontres internationales, des activités d’enseigne-
ment et d’apprentissage (et donc des dispositifs d’étude) de ce que I’on
fait et de ce que font les autres.

Les expériences dans lesquelles nous nous sommes engagés dans ce
sens’ nous ont aussi montré que, pour développer de fagon productive de

1. 11 s’agit en particulier des travaux menés au sein du groupe dit de Bréme piloté par
Angelika Bikner-Ahsbahs qui a émergé du colloque CERME4 et des travaux menés par le
premier auteur dans le cadre des projets européens TELMA et ReMath.
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telles activités, un mod¢le épistémologique partagé est nécessaire, c’est-
a-dire une maniére de décrire et pouvoir parler de ce qu’est le travail
scientifique, de la fagcon dont il se développe et évolue. Pour que
I’échange (interaction, communication, enseignement et apprentissage)
puisse avoir lieu au sein de la communauté de chercheurs, nous postulons
qu’il est nécessaire de pouvoir expliciter, questionner et discuter cette
épistémologie générale sous-jacente, c’est-a-dire la maniére dont chaque
approche interprete quel est le champ empirique a considérer, quels types
de problémes I’on formule, quelles méthodologies permettent de les
appréhender, quels types de résultats on peut obtenir et, plus largement,
ce qu’est la recherche en didactique et quels en sont les objets.

Il nous est progressivement apparu que, pour problématiser ces
questions d’articulation entre approches et organiser leur étude, pour
développer un modeéle épistémologique partagé, la théorie anthropo-
logique du didactique (TAD) que nous utilisions comme chercheurs,
pouvait étre un outil efficace, via notamment la notion de praxéologie qui
y est centrale. C’est notre travail dans cette direction que nous présentons
dans cette contribution méme si notre projet est loin d’étre abouti.

1. Théories ou praxéologies de recherche ?

Dans le cadre de la TAD, la réflexion sur I’activité de recherche elle-
méme devrait se faire en termes de praxéologies, si I’on s’en tient au
postulat anthropologique général qui soutient que toute activité humaine
peut se décrire en ces termes (Chevallard, 1999, 2006). Nous nous
proposons donc ici de considérer la notion de « praxéologie de
recherche » comme un modéle épistémologique général pour aborder les
activités de networking entre théories.

Si I’on se situe dans cette perspective, le fait de parler de théories
lorsqu’on se référe a différentes approches ou cadres de recherches et
d’envisager a ce niveau les activités de networking, résulte d’une
métonymie qui désigne le tout — les praxéologies de recherche — par une
de ses parties, en 1’occurrence le bloc théorique des praxéologies. Of,
comme tout type de praxéologie, les praxéologies de recherche se
composent d’un amalgame de piéces que 1’on peut décrire a partir de
quatre éléments de base [T/t/0/@]. La paire [T/1] correspond a ce qu’on
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peut appeler la « pratique (ou savoir-faire) de recherche », avec les types
de problémes T qu’on y aborde et les techniques t utilisées dans
I’approche des problémes. Le bloc [6/@] constitue alors le discours
technologico-théorique utilisé pour décrire, justifier et interpréter la
pratique de recherche et les résultats que celle-ci produit, un bloc qui
s’érige souvent, comme nous disions plus haut, en le représentant par
excellence de la praxéologie toute entiere, avec les limitations et biais que
cela peut induire dans I’approche des questions de networking et le travail
sur ces questions. Nous postulons que le recours a la notion de
praxéologie peut permettre de dépasser ces limitations, et étre également
utile pour réfléchir rétrospectivement sur les efforts de networking :
analyser les difficultés rencontrées et identifier les avancées réalisées et
leurs limites, en incluant les nouveaux gestes et stratégies développés
dans ces efforts de networking.

Il nous semble également important de souligner que les praxéologies
de recherche, comme les autres formes de praxéologies, sont des entités
« Vives » qui évoluent et se modifient, ceci affectant leurs quatre compo-
sants [T/t/6/@] et leurs interactions. L’évolution du bloc pratique [T/z]
produit ainsi de nouveaux besoins théoriques qui font évoluer le bloc
théorique [0/@] et, réciproquement, 1’évolution des concepts, interpréta-
tions et I’apparition de nouveaux résultats permettent de construire de
nouvelles techniques et de formuler de nouveaux problémes. Comme il
en va avec toute discipline scientifique, on peut trouver un amalgame
praxéologique plus ou moins organisé, en fonction du niveau de maturité
du champ, que le développement des approches conduit a structurer et
rendre de plus en plus cohérent et facile a diffuser, selon les processus de
transposition didactique et institutionnelle que nous commencgons mainte-
nant a reconnaitre un peu mieux.

Les processus qui gouvernent la dynamique des praxéologies de
recherche, au-dela de la description statique de ces dernieres en blocs
pratiques et théoriques, restent cependant a approfondir et nous nous
proposons d’y contribuer en utilisant pour cela la notion de phénomene.
Ceci nous conduira a mettre I’accent sur le role crucial de la technologie
dans I’articulation des blocs pratiques et théoriques des praxéologies.

36



Praxéologies de recherche et networking theories

2. La notion de phénomeéne et la dynamique des praxéologies de
recherche

2.1. La notion de phénoméne didactique

La notion de phénomeéne n’a pas aujourd’hui une position centrale dans la
plupart des approches en didactique des mathématiques. Elle a en
revanche joué un réle crucial dans la naissance de la théorie des situations
didactiques (TSD) et sa vision de la didactique des mathématiques
comme discipline scientifique. Bien qu’a partir de formulations sensible-
ment différentes selon les textes, Guy Brousseau (1997) a, dés le début,
défini la didactique des mathématiques comme la science qui se donne
comme but essentiel la connaissance des phénomenes didactiques qui
deviennent alors a la fois construction et objet d’étude, de la méme
maniére que la physique étudie cette construction propre que sont les
phénoménes physiques, la sociologie les phénoménes sociaux, etc. (avec
toutes les controverses historiques autour de la distinction, évolution et
délimitation des phénomeénes qu’étudie chaque science).

Quel role jouent les phénomenes par rapport aux praxéologies de
recherche et a leur évolution ? Dans une premiére approche, nous
pouvons caractériser les phénoménes didactiques comme des régularités
construites ou obtenues a partir de 1’étude de problémes de recherche.
Certains de ces phénoménes peuvent enrichir le cadre théorique de départ
pour produire de nouvelles interprétations et de nouvelles techniques ou
méthodologies de recherche ; d’autres resteront au niveau des « résultats
obtenus » et constitueront un point d’appui essentiel pour la formulation
de nouveaux problémes.

Afin de préciser le rapport entre la notion de phénomeéne et les
composants praxéologiques, nous commencerons par prendre un exemple
tres simple issu des praxéologies mathématiques. Considérons le théo-
reme de Pythagore ou, plutdt, le phénoméne sous-jacent a ce théoréme,
soit la régularité qui existe entre les mesures des coOtés des triangles
rectangles. On peut considérer au départ un type de problémes mathéma-
tiques que I’on pourrait formuler comme le probléme de la caractérisation
d’un triangle rectangle ou de la représentation graphique d’un angle droit.
La réponse a ce probléeme — soit le théoréme de Pythagore lui-méme —
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apparait sous la forme d’un élément « technologique » (la description
d’une propriété des figures) dans la praxéologie mathématique qui se
construit autour de ce type de problémes. Cet ingrédient technologique
n’est pas uniquement une description d’une régularité : il est aussi pro-
ducteur de nouvelles techniques mathématiques ; il permet de formuler de
nouveaux problémes et d’obtenir de nouveaux résultats ou éléments tech-
nologiques. Et, a la longue, ce résultat finit par s’intégrer a la théorie géo-
métrique en tant que principe de base ou axiome d’un certain type de
géométrie (2 métrique euclidienne). On voit donc que c’est a toute une
praxéologie mathématique, avec ses types de problémes, ses techniques et
ses discours technologico-théoriques que 1’on se référe lorsqu’on parle,
métonymiquement, du « théoréme de Pythagore ».

De manicre trés synthétique, nous pouvons essayer d’établir un
parallélisme (avec les précautions nécessaires) avec les praxéologies de
recherche. Nous le ferons en utilisant, pour illustrer notre propos, le
phénomeéne transposition didactique.

2.2. Phénomenes et types de problemes

Comme toute discipline scientifique, la didactique des mathématiques se
propose d’identifier et d’étudier des phénomenes (didactiques) dans le but
d’acquérir une plus grande capacité d’action et de compréhension. De 1a
gue toute question ou probléme de recherche doive pouvoir se relier — pas
nécessairement a priori mais plus probablement aprés-coup — avec la
mise en évidence d’un phénomeéne ou sa délimitation, ses conditions
d’existence et d’évolution, etc.

Considérons par exemple le phénomeéne de la transposition didactique.
Sa mise en évidence a permis de formuler et d’étudier de nombreux
problémes — voir Bosch & Gascon (2006) pour un bilan assez récent — qui

ne pouvaient se formuler avant I’identification du phénoméne.

2.3. Phénomenes et composants technologiques

Dans les processus de recherche, les résultats obtenus comme réponses
apportées aux problémes viennent généralement enrichir la technologie
didactique de départ en y intégrant de nouvelles caractéristiques des
phénomeénes étudiés, de nouvelles méthodes d’analyse, voire de nou-
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veaux phénomenes. Il existe ainsi un effet a double sens entre les résultats
obtenus et I’évolution du bloc théorique des praxéologies de recherche.?
Ainsi, par exemple, I’étude des processus transpositifs dans différents
domaines des mathématiques enseignées a pu mettre en évidence de
nombreux phénomenes qui, a leur tour, peuvent servir de point de départ
pour formuler de nouveaux problémes et mettre en évidence de nouvelles
régularités. On peut penser au phénoméne de 1’« algébrisation » des
techniques et problémes de 1’analyse enseignée au lycée (Artigue, 1995)
et a son utilisation pour I’analyse des praxéologies didactiques (Barbé
etal., 2005), ou les phénomenes d’« arrét » de la transposition didactique
(Assude, 1993) ou de « détransposition » (Antibi & Brousseau, 2000).

2.4. Phénomeénes et composants techniques

L’étude des phénoménes engendre non seulement des descriptions de
régularités, contraintes ou « paradoxes », mais encore de nouvelles
maniéres de faire pour la recherche, soit de nouvelles techniques et
méthodologies. Celles-ci proviennent justement des régularités qui
peuvent désormais étre assumées, ou de I’élargissement du champ
empirique que I’on prend comme objet d’étude.

Dans I’exemple que nous prenons sur 1’étude des processus trans-
positifs, on peut considérer aujourd’hui que la mise en évidence des
rapports et des différences, aussi bien chronologiques que diachroniques,
entre savoir « savant », savoir « a enseigner » et « savoir enseigné » est
devenue une technique d’analyse didactique en soi. En effet, presque tout
probléme de recherche abordé dans le cadre de la TAD ou de la théorie
des situations didactiques (Brousseau, 1997) avec laquelle elle entretient
des relations étroites, passe par un questionnement du type : quel est le
savoir en jeu, d’ou provient-il, quel savoir savant le légitime, quelles
modifications a-t-il subi, quels discours noosphériens soutiennent ou
limitent son enseignement, etc. De méme, et comme cela a été développé
dans un travail antérieur de deux des co-auteurs (Bosch & Gascon, 2006),

2. Ceci est moins vrai lorsque le bloc théorique de la praxéologie de recherche est issu
d’une discipline autre que la didactique et 1’on obtient alors des effets a sens unique qui
rompent, pour ainsi dire, la dynamique de la construction scientifique : telle notion de
psychologie cognitive permettra ainsi d’analyser des faits portant sur I’enseignement des
mathématiques mais, en revanche, les résultats obtenus — parce qu’externes au champ
considéré — n’auront aucun effet sur le développement du cadre notionnel de départ.
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la notion de transposition didactique a supposé un élargissement impor-
tant du champ d’étude de la didactique vers les activités mathématiques
existant en dehors de I’école.

2.5. Phénomenes et composants théoriques

Dans une praxéologie, la théorie inclut I’ensemble de notions et relations
qui permettent d’appréhender des phénomeénes (les décrire, formuler des
questions, etc.), les enrichir et identifier de nouvelles régularités. En tant
que second niveau justificatif de ’activité (apres celui de la technologie),
la théorie comprend aussi les assomptions que I’on adopte, soit encore
ces éléments technologiques qui, par leur solidité et permanence, finissent
par devenir non-questionnés et allant de soi. On trouve alors, & ce niveau,
la réponse implicite a des questions du genre: quels phénomeénes
étudions-nous, qu’est-ce qu’un probléme en didactique, etc. Les élargis-
sements empiriques dont nous parlions plus haut s’intégrent eux aussi a
ce niveau a partir du moment ou ils deviennent des assomptions de base,
implicites car non questionnées. En méme temps, I'unité d’analyse
assumée détermine le type de phénoménes que 1’on peut considérer et le
type de données que 1’on doit collecter pour I’étude de ces phénomeénes.

On peut dire, en effet, que 1’existence de processus transpositifs entre
institutions est actuellement une assomption théorique de la TAD qui
n’est pas questionnée ni méme questionnable au sein de cette théorie.

C’est cette dynamique praxéologique, qui permet que les phénomeénes
étudiés produisent des résultats technologiques, devenant au bout d’un
certain temps des outils théoriques et des producteurs de nouvelles
techniques de recherche, que nous allons essayer de faire fonctionner
pour analyser deux de nos expériences de networking avec des groupes de
chercheurs européens en didactique.

3. L’expérience du groupe Networking theories in mathematics
education

Ce groupe appelé « groupe de Bréme », crée en 2005, est un groupe de

travail intégrant 12 chercheurs de 6 pays différents dont le travail vise

I’échange, la confrontation et I’articulation de cadres théoriques. Les

résultats obtenus ont été présentés dans les éditions antérieures de

CERME et ils ont récemment fait 1’objet d’un forum a PME34 (Bikner-
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Ahsbahs et al., 2010). Nous analyserons ici un épisode de son travail,
déja partiellement présenté dans (Artigue, Bosch, Gascon & Lenfant,
2010). Nous verrons avec cet exemple comment les questions de
recherche et les composantes théoriques des praxéologies ont une
influence évidente sur les méthodologies de recherche développées
(composante technique), les unités d’analyse considérées comme perti-
nentes, ainsi que sur les phénomeénes identifiés.

Le travail initial du groupe a été basé sur 1’analyse par chaque équipe
selon ses perspectives propres d’une vidéo correspondant a une séance de
classe au niveau seconde réalisée en lItalie, et des documents jugés
nécessaires par les collegues italiens pour pouvoir mener a bien son
analyse. Pour tous les groupes, les données fournies se sont révélées
insuffisantes. La vidéo donnait a voir deux éléves travaillant en bindme,
I’enseignant intervenant trés peu, et les angles de vue étaient souvent
inattendus. Les informations complémentaires fournies sur cette séance et
son environnement étaient trés limitées, rendant une analyse portée par la
TSD trés hypothétique et une analyse portée par la TAD quasiment
impossible. C’est seulement en écoutant 1’équipe italienne développer son
analyse que les autres équipes ont compris pourquoi elle avait pu
considérer les documents envoyés comme suffisants, la rationalité qui
soustendait les prises de vues, privilégiant les gestes par rapport aux
autres systémes d’ostensifs, a quel point aussi le type d’analyse que son
approche théorique induisait, nécessitait des outils de micro-analyse
capables de rendre visible la richesse des actions et interactions sémioti-
ques et de se donner les moyens de questionner et rendre intelligibles
leurs effets cognitifs (Arzarello et al., 2009). Des informations supplé-
mentaires ont été demandées pour compléter les analyses partielles
effectuées et, notamment, un questionnaire a été adressé a 1’enseignant
qui avait assuré la séance. Dans les réponses fournies par ce dernier,
plusieurs chercheurs ont remarqué le passage suivant :

« | try to work in a zone of proximal development. The analysis of video
and the attention we paid to gestures bring me to become aware of the so
called ‘semiotic game’ that consists in using the same gestures of students
but accompanying them with a more specific and precise language in a
relation to the language used by students. Semiotic game, if it is used with
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awareness, may be a very good tool to introduce students to institutional
knowledge. »

Cette convergence d’intérét a conduit & développer un nouveau dispositif
pour progresser dans le travail collaboratif visé : demander & une des
équipes d’associer a ce passage une question formulée dans le cadre de la
TSD puis demander a chacune des autres équipes de la reformuler dans
son propre cadre. Nous reproduisons ci-apres I’introduction qui préceéde
la formulation de la question dans le cadre de la TSD et qui emprunte
également a la TAD.

« The connection between the mathematics produced by students in what
we would label, using the TDS frame, an a-didactic situation through
interaction with the a-didactic milieu of this situation on the one hand,
and the institutional knowledge aimed at on the other hand, generally
requires at least changes in the ways the mathematics at stake are
expressed in order to progressively tune these with conventional forms of
expression. D. considers that he has a specific mediating role to play for
making this connection possible and uses semiotic games as a tool for
that. In other terms, semiotic games can be considered as components of
the praxeology (or more certainly one of the praxeologies) that he has
developed in order to solve this didactic task. »

L’expression « semiotic game » dénote donc ici ce qui peut étre consideré
comme une technique, composante d’une praxéologie didactique, résul-
tant de I’identification d’un phénoméne particulier de médiation sémio-
tique. Interprétée en ces termes, elle nous montre comment une centra-
tion théorique (ici centration sémiotique) conduit a I’identification de
phénomeénes particuliers pouvant eux-mémes conduire a des €élaborations
théoriques ou a des techniques didactiques pouvant étre mises au service
d’une efficacité accrue des processus d’enseignement et d’apprentissage.
Mais un regard porté par la TSD ameéne a questionner 1’efficacité de
cette praxéologie didactique pour deux raisons. Tout d’abord, le fait que
les interactions avec le milieu a-didactique sont trés souvent insuffisantes
pour permettre d’établir une connexion directe avec les savoirs
institutionnels visés, ceci conduisant a différents phénomenes comme
I’effet Topaze, I’effet Jourdain, le glissement méta-cognitif, phénomenes
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tous associés a la notion de contrat didactique. Ensuite, le fait que les
situations a-didactiques sont le plus souvent, dans la réalité des classes,
des situations d’action et que, de ce fait, le travail linguistique, méme s’il
y est possible, n’est pas pris en charge dans le pilotage de la situation par
les variables didactiques.

L’analyse de la vidéo de ce point de vue laissait penser que, pour la
situation considérée, la distance entre ce que semblaient avoir produit et
construit les éleves et les savoirs a priori visés par I’enseignant, tels qu’il
les exprimait dans sa réponse au questionnaire, faisait que la productivité
du semiotic game, dans ce contexte précis, restait problématique. D’ou la
guestion posée :

« Do the episodes at our disposal allow us to identify characteristics of the
semiotic game technique that would help us to understand their potential
for compensating the possible limits of the interaction with the a-didactic
milieu for achieving the expected mathematical goals, and linguistic
evolution linked to the needs of institutionalization processes? »

Dans le groupe de Bréme, chacun a donc reformulé cette question ou
pour le moins formulé une question inspirée par cette déclaration de
I’enseignant dans son propre cadre. L’on voit ici comment I’intervention
d’un nouveau cadre théorique, dans ce cas la TSD, peut conduire a
questionner une praxéologie didactique qui peut étre légitimement vue
comme un résultat de recherche dans une autre culture didactique,
conduisant a développer pour répondre a la question posée une nouvelle
praxéologie de recherche qui n’avait aucune raison d’apparaitre dans une
culture didactique ou dans 1’autre, et ne doit son existence qu’au travail
volontairement engagé pour les articuler.

Dans I’espace limité de cette contribution, nous ne rentrerons pas plus
avant dans 1’étude de cette praxéologie de recherche, ni dans la présenta-
tion des résultats auxquels elle a menés et la fagon dont certains de ces
résultats sont progressivement élaborés en phénomenes, au fil d’une
recherche qui est toujours en cours. Nous espérons cependant avoir
montré & quel point les relations qui existent entre les différentes
composantes des praxéologies de recherche comme entre celles-ci et les
praxeéologies didactiques nourries des résultats de la recherche, méritent
notre attention, comment aussi une approche praxéologique invite a
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problématiser la question des interactions entre cadres théoriques de
facon plus riche et productive que celle qui consisterait a chercher
directement des liens entre les constructions conceptuelles développées
dans ces différents cadres.

4. L’expérience du projet européen ReMath

La seconde expérience que nous souhaitons évoquer est celle du projet
européen ReMath® qui présente elle aussi diverses facettes intéressantes
pour mettre a I’épreuve une approche du travail de networking en termes
de praxéologies de recherche. Un but essentiel de ce projet était d’aider,
via la production d’un cadre théorique intégré, la capitalisation des
recherches concernant 1’apport des technologies numériques a 1’appren-
tissage des mathématiques, avec une centration particuliere sur les
apports au niveau des systemes de représentations et plus généralement
de Dactivité sémiotique. Impliquant pendant quatre ans six équipes
européennes et s’appuyant sur le travail antérieurement mené au sein de
I’équipe européenne TELMA (Artigue, 2009), il a permis de développer
une méthodologie relativement sophistiquée impliquant des expérimen-
tations croisées, en s’appuyant sur un méta-langage initialement créé dans
TELMA et en portant en permanence un regard réflexif sur le travail en
cours. Il a permis aussi d’inscrire le travail de networking théorique dans
un dialogue permanent entre le design d’artefacts numériques (DDA) et
celui de leurs usages, et ce dans des contextes éducatifs différents.

La praxéologie de recherche ainsi constituée a fait émerger des
guestions proches de celles qui ont été évoquées ci-dessus a propos du
groupe de Bréme, et ce sont ces derniéres que nous utiliserons d’abord
pour illustrer notre propos.

4.1. Chaines sémiotiques et/ou effet Topaze

Ces questions ont émergé dans le contexte des expérimentations croisées
menées entre les équipes de 'université de Sienne et de I'université

3. Tous les documents relatifs au projet ReMath sont accessibles sur le site du projet
remath.cti.gr. L’intégration théorique était portée par le WP1 et le rapport Del.18 en
synthétise les résultats. L’organisation méthodologique était portée par le WP4 et le
rapport Del.13 en rend compte.
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Paris 7 (équipe DIDIREM devenue depuis LDAR) (Lagrange et al.,
2010). Les deux équipes ont en effet élaboré des scénarios d’usage pour
le méme logiciel Casyopée développé au sein de I’équipe DIDIREM. Ce
logiciel vise I’enseignement des fonctions et offre a la fois des moyens
aujourd’hui classiques de connexion entre cadres et registres pour ce type
d’objet et des caractéristiques plus innovantes. Il s’agit notamment :

- d’un niveau de calcul géométrique assurant une strate intermédiaire
entre le niveau « énactif » de la manipulation directe d’objets et des
effets perceptifs associés et le niveau fonctionnel,

- et d’un support a la modélisation fonctionnelle de situations géomé-
triques basée sur ce calcul, permettant d’évaluer les effets de différents
choix de variables indépendantes ou supposées telles sur la possibilité
de modélisation fonctionnelle et les objets fonctionnels qui en résultent,
et prenant en charge la conversion.

Les scenarios élaborés étaient différents mais, dans ce cas particulier, le
probléme mathématique qu’il s’agissait de résoudre était commun. C’est
au cours des analyses croisées effectuées par les chercheurs des réalisa-
tions de ces scénarios dans deux classes pour chaque pays que les
guestions proches de celles évoquées ci-dessus a propos du groupe de
Bréme ont émergé. Cette fois, il n’était pas question de « semiotic game »
mais de « semiotic chain » une notion centrale dans le cadre de la théorie
de médiation sémiotique (TSM) dans laguelle se situaient les collégues
italiens (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). Dans la TSM, les artefacts,
numériques ou autres, sont percus comme des outils de médiation
sémiotique. IIs soutiennent 1’action, conduisent a I’élaboration de signes
contextualisés a cette action et a I’artefact dans ’interaction des él¢ves
avec les taches mathématiques proposées. C’est ensuite une tiche
essentielle de I’enseignant que de permettre un double processus de
décontextualisation (a la fois par rapport au contexte de la tache et a
I’artefact) pour permettre I’accés aux savoirs et formes d’expression de
ces savoirs culturellement partagées. La distance existante entre ce qui
résulte du travail des éléves et les formes culturelles n’est en rien niée et
c’est pourquoi, dans les scénarios inspirés par la TSM, les phases
d’¢laboration collective appuyées sur les écrits réflexifs des éleves
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assurant une premicre distanciation par rapport a ’action, ont une durée
et un role crucial.

Les transcriptions de ces phases collectives ont d’abord fait I’objet
d’analyses séparées puis ces analyses ont été comparées, 1’ensemble du
dispositif faisant I’objet d’un protocole élaboré dans le cadre du projet
(une technique d’étude). Les analyses de second niveau montrent que
celles de premier niveau faites par les chercheurs de DIDIREM ont
essentiellement découpé le transcript en épisodes déterminés par des
changements de responsabilité (topogénése) ou de question traitée. Tres
attentifs aux questions de contrat didactique, ils identifient ce qui leur
apparait comme un certain nombre d’effets Topaze. Les analyses de
premier niveau montrent un découpage trés différent, porté par le début et
la fin de chaines sémiotiques qui assurent la transition entre des signes
langagiers ou autres étroitement liés a l’action avec D’artefact et des
signes mathématiques au moins partiellement décontextualisés. Et
I’accent est mis a travers I’analyse des échanges sur la contribution
conjointe des éléves et de 1’enseignant a 1’¢laboration de ces chaines
sémiotiques, méme si les rapports a ces chaines des uns et des autres sont
différenciés.

Le travail commun qui a été mené a partir de ces analyses de premier
niveau a conduit & questionner bon nombre d’interprétations faites en
termes d’effet Topaze, mais appliqué aux transcriptions des phases
collectives dans les classes francaises, il a montré que la situation était
moins claire. La culture didactique des enseignants et des chercheurs
impliqués, moins outillée théoriqguement dans cette dimension sémio-
tique, se traduisait par des phases collectives vues comme des phases
d’institutionnalisation succédant a des phases a-didactiques d’action.
Elles étaient courtes et tres différentes dans leur dynamique des phases de
discussion collective des classes italiennes. Les effets Topaze y sem-
blaient effectivement plus fréquents.

Il est impossible dans les limites de ce texte de rentrer davantage dans
les détails de 1’étude menée de ces phénomenes et de leurs rapports
possibles pour laquelle nous renvoyons a (Lagrange et al., 2010), mais les
¢léments fournis suffisent, nous I’espérons, & montrer que ce qui a rendu

I’¢étude possible et productive, c’est la mise en place d’une praxéologie de
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recherche spécifique, originale par rapport a celles existantes dans les
deux équipes concernées.

4.2. Design didactique et objets frontiéres

Dans le projet ReMath, le travail sur I’intégration théorique se voulait
pensé dans sa fonctionnalité par rapport au design : design de DDA ou
ingénierie didactique proprement dite. Cette ingénierie didactique avait
une double fonction. Elle avait pour but d’explorer les potentialités
offertes par les systémes de représentation des objets mathématiques des
DDA développés pour I’apprentissage des mathématiques. C’est 1a une
fonction classique de I’ingénierie didactique : explorer la possibilité des
formes de vie didactique nouvelles, tant au niveau des organisations
mathématiques que didactiques, et évaluer les conditions d’une écologie
possible si elles se révelent intéressantes. Mais 1’ingénierie avait ici
également une autre fonction. Elle se voulait outil de I’intégration et de
I’articulation théorique. Elle était de ce fait inscrite dans deux praxéo-
logies de recherche distinctes mais non indépendantes et, en tant que
technique, devait servir les deux taches considérées. Ceci explique la
sophistication de cet objet, dont une part, gérée par chaque équipe, était
sous le contréle technologique et théorique de cette équipe et visait a
étudier le potentiel d’un DDA bien précis, et I’autre part transversale,
pilotée globalement par une équipe, celle de Sienne, devait construire a
partir de ces ingénieries particuliéres une technique d’étude partagée du
probléme d’intégration théorique. D’ou, par exemple, la formulation
d’une question commune de recherche déclinée ensuite pour chaque
ingénierie particuliere, les questions spécifiques, le dispositif des analyses
croisées et le cadre d’analyse associé, tout comme celui des DDA a
travers la notion de profil épistémologique.

L’équipe DIDIREM a été engagée dans deux expérimentations, celle
de Casyopée, et celle de Cruislet, un DDA construit par 1’équipe grecque
ETL. Casyopée, bien que tres innovant, reste a une distance raisonnable
du curriculum (la sensibilité aux conditions et contraintes institutionnelles
induites par la TAD, la force des contraintes institutionnelles dans le
contexte frangais n’y sont sans doute pas étrangéres). Ce n’est en rien le
cas de Cruislet qui est un logiciel basé sur un systeme 3D de repré-
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sentation de la Grece (type Google-Earth) auquel a été ajoutée la
possibilité de créer des avatars (avions) et de les piloter soit directement
(en définissant un vecteur de déplacement ou un point d’arrivée), soit
indirectement par des programmes écrits en Logo, les déplacements étant
visualisés par des vecteurs.

La comparaison des scénarios préparés par les deux équipes met en
évidence les effets des différences d’approches. L’équipe DIDIREM
consciente des difficultés d’intégrer un tel DDA dans 1’enseignement
frangais, a décidé de l'utiliser dans un dispositif moins contraint et plus
ouvert sur des problématiques et objets hors-scolaires: celui des
« travaux pratiques encadrés » (TPE), en I’introduisant au cours de la
phase d’initiation aux TPE (Le Feuvre, Meyrier & Lagrange, 2010). Trois
séances ont été organisées autour de taches de simulation ou de
programmation de vols sous contraintes et il était prévu de proposer aux
éleves qui le souhaiteraient de poursuivre ce travail dans leur TPE. Aucun
ne 1’a fait, jugeant apparemment le projet trop risqué. ETL, soumise dans
son contexte a moins de contraintes, a mis en place une longue expéri-
mentation d’une vingtaine d’heures.

Au-dela de ces caractéristiques contextuelles dont I’impact n’est en
rien négligeable, on note cependant entre les deux visions de I’ingénierie
engagées dans les réalisations des deux équipes des différences profon-
des. L’équipe DIDIREM est portée par une vision « classique » de 1’ingé-
nierie. La composante théorique de la praxéologie de recherche élaborée
est basée sur la TSD et I’approche instrumentale. La TAD sert de fagcon
plus indirecte, en créant une sensibilité a la distance curriculaire. Vu les
caractéristiques de D’artefact, les tiches envisagées sont distantes des
taches scolaires usuelles pour jouer sur la proximité du DDA avec des
objets sociaux mais elles sont élaborées pour que les questions que leur
réalisation pose mette en jeu des connaissances mathématiques valorisa-
bles au lycée, soit en mathématiques soit dans ’articulation entre mathé-
matiques et autres disciplines : coordonnées sphériques, vecteurs, tri-
gonométrie, algorithmique, etc. Les variables de ces taches sont choisies
pour favoriser un fonctionnement a-didactique sur une partie substantielle
du scénario, sur la base d’une analyse a priori qui se révéle cependant
difficile.
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La situation est tout autre pour ETL dont I’ingénierie se situe dans un
autre cadre théorique : celui du constructionnisme (Papert, 1980). Les
choix qui pilotent I’ingénierie sont différents. En accord avec le construc-
tionnisme, il ne s’agit en aucun cas de viser des praxéologies mathéma-
tiques finalisées (Chevallard, 2011) mais de garantir que I’environnement
offert est suffisamment riche pour nourrir des constructions et interac-
tions productives, d’organiser la collaboration des éléves autour de
réalisations partagées, en exploitant la possibilité dans Cruislet de créer et
animer des objets a travers notamment la programmation (d’ou la notion
cruciale pour cette équipe de half-baked microworld désignant un micro-
monde non «terminé », congu pour pouvoir évoluer sous I’action des
utilisateurs (Kynigos, 2007)). Due a la familiarité culturelle avec le
langage Logo, le DDA est d’ailleurs moins distant de ceux utilisés
usuellement, et des tdches comme « Devine ma fonction » mises au point
dans d’autres micro-mondes peuvent étre recyclées sous la forme
« Devine mon vol ». Le souci de relier avec des préoccupations non-
scolaires pour viabiliser 1’intégration n’est pas présent et ceci se traduit
par des taches moins ambitieuses mathématiquement en un certain sens.

La premiére expérimentation de DIDIREM se réveélera trés difficile.
Les enseignants préoccupés par I’expérimentation de ce DDA si distant
des logiciels utilisés en mathématiques au lycée, et également par la
distance des questions posées avec les questions mathématiques usuelles,
par ’ouverture aussi de ces questions telles que proposées dans le
scénario initialement élaboré par les chercheurs, soucieux d’emporter
I’adhésion des éleves, adapteront le scenario pour réduire cette distance.
Ceci les conduira notamment & essayer de limiter I’incertitude des
trajectoires mais sans avoir les moyens d’anticipation permettant de
limiter cette incertitude. Il en résultera un fonctionnement des séances
difficile ou ils auront sans cesse a intervenir. Les analyses qui en seront
faites fourniront cependant des outils pour créer un nouveau scénario
dans un dispositif d’atelier universitaire pour des éléves de fin de collége,
sur la base cette fois d’une analyse a priori efficace et de taches plus
ouvertes.

Pour ETL, I’expérimentation réalisée sera d’emblée considérée
comme un succes. L’analyse croiseée des deux expérimentations montrera
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a quel point les épistémologies sous-jacentes a 1’ingénierie, les contrain-
tes de controle de I’ingénierie induites par ces deux cadres théoriques et
leur rapport a une référence épistémologique mathématique sont
différents. Ces différences influent en retour sur ce qui est attendu des
analyses et donc sur ce qui est considéré comme résultat pour chacune
des praxéologies de recherche considérées. Il est clair par exemple que la
notion de situation fondamentale et ce qui la fonde épistémologiquement
ne fait pas sens pour ETL. Les processus d’instrumentalisation y sont par
ailleurs vus dans une dimension de créativité qui est en net décalage avec
la vision portée par 1’approche instrumentale méme si, en accord avec
Rabardel, cette derniére reconnait que la conception se poursuit dans
I’'usage. La notion de half-baked microworld soutient cette perspective.
Néanmoins les analyses croisées montreront que des ponts peuvent étre
construits autour de la notion de milieu, lorsque celle-ci est vue comme
un objet frontiére entre deux cultures de recherche qui, au-dela de leurs
différences, accordent toutes deux une importance cruciale a la dimension
d’adaptation de ’apprentissage en mathématiques.

4.3. Commentaires

Nous nous limitons ici a I’évocation de ces deux « résultats » du projet
ReMath, mais voudrions souligner que, rétrospectivement, il apparait
clairement que ce qui a fait le succes de cette entreprise, c’est sans aucun
doute le fait qu’elle ait considéré nécessaire, pour aborder la question du
networking théorique, de construire des techniques spécifiques permettant
d’étudier collectivement les cadres théoriques des uns et des autres en
fonctionnement, dans leur dimension opératoire d’outil. La double
dimension de design prise en compte, le caractére substantiel des
réalisations, la formulation de questions communes puis leur déclinaison
par chaque équipe et 1’ajout de questions spécifiques, 1’organisation
stricte des interactions tout au long du design, des réalisations expéri-
mentales et des analyses a posteriori ont joué ici un rdle essentiel.

Avec le soutien du méta-langage constitué, celui des « concerns »
mais aussi celui des fonctionnalités didactiques particulierement adaptées
a cette dimension de design, elle a permis en fait de construire la
recherche autour de I’étude de praxéologies de recherche suffisamment
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rapprochées et visibles dans leurs différentes composantes pour que les
analyses comparatives et en particulier les analyses croisées des expéri-
mentations concernant le méme DDA puissent étre productives, et ce sans
que les différentes équipes n’aient I’impression de devoir entrer dans une
cohérence praxéologique aliénante.

Comme cela a été souligné plus haut, la méthodologie utilisée a en fait
permis que les expérimentations menées contribuent a deux praxeéo-
logies de recherche : d’une part une praxéologie inscrite dans la culture
didactique propre de chaque équipe visant & identifier les potentialités
d’apprentissage offertes par les systémes de représentation des objets
mathématiques des DDA développés et a évaluer les conditions d’une
écologie possible de ces potentialités, d’autre part une praxéologic
inscrite dans une culture partagée, en cours d’élaboration, visant I’étude
des potentialités de networking théorique entre les équipes. Les résultats
obtenus au sein du projet ReMath résultent de I’interaction réussie de ces
deux types de praxéologies de recherche. Ceux concernant la seconde
praxéologie visant le networking ne prétendent certes pas encore a une
conversion en phénomeénes mais on peut déja voir qu’ils sont multiformes
et ne devraient pas contribuer de la méme fagcon a une dynamique de
praxéologies de networking encore en devenir. Certains sont d’ordre
méthodologique et concernent a priori davantage le bloc pratique de
telles praxéologies tandis que d’autres comme ceux concernant les
relations entre phénomeénes appartenant a des cultures différentes : chaine
sémiotique et effet Topaze par exemple, ou ceux concernant 1’identifi-
cation d’objets frontieres susceptibles de faciliter la communication entre
cadres théoriques ont a priori plutdt vocation a enrichir un bloc théo-
rique. Certains résultats montrent des connexions voire des intégrations
possibles, d’autres des limites évidentes a de telles ambitions.

Ce qui précede nous semble aussi montrer qu’une réflexion a
posteriori sur le projet ReMath outillée par la notion de praxéologie de
recherche peut permettre d’identifier des conditions susceptibles d’aider
les pratiques de networking a dépasser 1’état d’artisanat que jusqu’ici le
travail sur ces questions a du mal a dépasser.
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5. Quelques remarques en conclusion

L’analyse rétrospective des deux recherches que nous venons d’esquisser
nous semble confirmer notre postulat initial que le networking de cadres
théoriques doit se situer dans une perspective plus large que la compa-
raison et la mise en relation des objets et relations qui les structurent. Elle
nous semble aussi montrer qu’une approche en termes de praxéologies de
recherche permet d’élargir la perspective de fagon productive, et ce
notamment parce qu’elle aide a aborder la question essentielle des
fonctionnalités des cadres théoriques, en les insérant dans une pratique.

L’articulation de cadres théoriques en tant que tache s’insére elle aussi
nécessairement dans des praxéologies dont 1’efficacité va dépendre des
techniques et technologies associées. Les projets européens évoqués
montrent des praxéologies émergentes pour approcher ce type de taches,
avec leurs techniques mais aussi des technologies embryonnaires sous
forme de classifications, de panoramas structurés, de méta-langages.

Le modeéle des praxéologies de recherche devrait permettre également,
nous semble-t-il, de comparer les différents efforts de networking existant
et de les situer, voire d’en constituer de plus performants en englobant
justement les cadres théoriques dans les praxéologies qui leur donnent
sens. Il s’agit-la d’une hypothése qui n’a pas été encore séricusement
travaillée. Il nous semble aussi important de ne pas étre aveugle a la
facon dont la pensée se trouve conditionnée par cet outil que sont les
praxéologies de recherche, et aux limites qui peuvent en résulter. Mais,
ici comme ailleurs, la prise en compte de ces limites rentre dans la
vigilance épistémologique obligée de toute démarche de recherche.
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Abstract. The (CD)AMPERES Project (Creation and Spreading of Mathematical
Activities and of Study and Research Courses at Secondary School Level) was set up
in September 2005. It mobilizes nine teams of mathematics teachers at secondary
school in order to create and put into practice Study and Research Courses (SRC),
assuming the restrictions of ordinary schools. Our objective is based on examples
from some SRC implementations that show how, beyond their simple design, the
project makes it possible to analyse under which restrictions the teaching processes
of mathematics are being developed.

Resumen. El proyecto (CD)AMPERES (Concepcion y difusion de actividades
matematicas y de recorridos de estudio e investigacion en la ensefianza secundaria) se
inici6 en septiembre de 2005. Moviliza nueve equipos de profesores de matematicas
de ensefianza secundaria para concebir y poner en practica recorridos de estudio e
investigacion (REI) asumiendo las restricciones de la ensefianza ordinaria. Nuestro
propdsito se apoya en ejemplos sacados de algunas implementaciones de REI que
muestran como, mas all4 de la simple concepcién del REI, el proyecto permite
examinar bajo qué restricciones, generalmente invisibles por naturalizadas, se
desarrollan los procesos de ensefianza de las matematicas.

Résumé. Le projet (CD)AMPERES (Conception et diffusion d’activités mathé-
matiques et de parcours d’étude et de recherche dans 1’enseignement secondaire) a
été lancé en septembre 2005. Il mobilise neuf équipes de professeurs de
mathématiques des colléges et lycées pour concevoir et mettre en ceuvre des parcours
d’étude et de recherche (PER) a l'intérieur des contraintes de 1’enseignement
ordinaire. Notre propos s’appuie sur des exemples issus de certaines de ces
réalisations qui montrent en quoi, au-dela de la seule conception de PER, ce projet
permet d’examiner sous quelles contraintes souvent invisibles, car naturalisées, se
déroulent les processus d’enseignement des mathématiques.
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1. Le projet (CD)AMPERES : motivations et méthodologie

1.1. Motivations

Le projet (CD)AMPERES, pour « (conception et diffusion) d’activités
mathématiques et de parcours d’étude et de recherche dans 1’enseigne-
ment secondaire », se fonde tout d’abord sur une double analyse des
pratiques courantes d’enseignement et des programmes existants." Un
premier regard permet de constater que ces derniers rendent non visibles
les raisons d’étre des objets mathématiques proposés a 1’étude.

Voici, pour illustrer ce propos, un extrait du programme francais de la

classe de 2% (éléves de 15-16 ans) qui fut en vigueur de 2000 & 2010 :

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Nature et écriture
des nombres.

Notations N, Z,
D, Q, R.
Représentation
des nombres dans
une calculatrice.
Nombres
premiers.

Distinguer un nombre d’une
de ses valeurs approchées.

Interpréter un résultat donné
par une calculatrice.

Organiser un calcul a la main
ou & la machine.
Décomposer un entier en
produit de nombres premiers.

On admettra que I’ensemble des
réels est I’ensemble des abscisses
des points d’une droite.

On travaillera sur les ordres de
grandeur.

On donnera un ou deux exemples
de limites d’utilisation d’une
calculatrice.

On fera quelques manipulations
de nombres en écriture
scientifique.

On se limitera a des exemples (du
type 57 x 67) pour lesquels la
connaissance des tables de
multiplication suffit.

Ordre des
nombres.

Valeur absolue
d’un nombre.

Choisir un critere adapté pour
comparer des nombres.

Comparer a, a° et a° lorsque a
est positif.

Caractériser les éléments d’un
intervalle et le représenter.

La valeur absolue d’un nombre
permet de parler facilement de la
distance entre deux nombres.

Table 1. Extrait du programme de 2%

On peut par ailleurs dans ce programmes relever les lignes suivantes :

« Objectifs :  Approfondir la connaissance des différents types de
nombres ; Expliciter sous différents aspects (graphique, calcul, étude

1.0n trouvera un certain nombre des productions et des textes fondateurs de
(CD)AMPERES a I’adresse http://educmath.inrp.fr/Educmath/ressources/cdamperes/
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qualitative) la notion de fonction; Etudier quelques fonctions de
référence, préparant a 1’analyse. » Certes pourrait-on dire, mais pourquoi
cela, car I’enseignement des mathématiques semble se suffire a lui-
méme ? Les programmes sont ainsi faits d’une liste de contenus et de
capacités, sans explicitation des réelles finalités, sans qu’apparaissent les
raisons qui pourraient justifier 1’intérét de leur étude. Pourquoi
« décomposer un entier en produit de facteurs premiers » ? Pourquoi
« comparer a, a’ et a®»? Existe-t-il des situations ou il est utile « de
parler facilement de la distance entre deux nombres » ? Les professeurs,
qui possédent une culture mathématique, peuvent sans doute répondre a
ces questions, mais qu’en est-il de leurs éléves ?

On sait aussi que le savoir mathématique s’est historiquement
construit comme ensemble de réponses a des questions ; c¢’est aussi le cas
d’autres savoirs scientifiques (Bachelard, 1938/1984) et le cas plus
général des ceuvres selon la définition qu’en donne Yves Chevallard
(1996). Le réseau (CD)AMPERES tente de faire vivre dans les classes
«ordinaires », et non pas seulement dans des écoles dédiées a
I’observation, une geneése artificielle du savoir fondant les mathématiques
a enseigner — celles désignées comme telles par le programme — en tant
gue réponses collectivement apportées a au moins une question. Le choix
du questionnement a I’origine de I’é¢tude et de la recherche par les éléves
résulte de I’analyse de la transposition didactique menée par chacune des
équipes (CD)AMPERES. Puis, sous la direction du professeur, les éléves
de ces classes ont a rechercher et construire des réponses qui, une fois
institutionnalisées, deviennent le savoir mathématique du programme.

Ainsi, en tenant compte des contraintes imposées par 1’organisation
des mathématiques du programme, un important travail mené par les
professeurs des équipes (CD)AMPERES consiste-t-il a rechercher des
questions a fort pouvoir générateur d’étude et de recherche. Celles qui
sont proposées dans les équipes du réseau sont alors examinées a partir
des fonctions qu’elles doivent assurer. Comme on 1’a dit, la forme
actuelle de I’enseignement des mathématiques se caractérise par une
tendance générale a 1’absence de motivation du savoir (Chevallard, 2007)
et aussi par ce qui a pu €tre caractéris¢é comme relevant d’une forme

« d’autisme thématique » (Bosch, Espinoza & Gascon, 2003). A 1’opposé
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de cet état de fait, et a travers 1’évaluation des questions candidates a
générer ’activité d’étude et de recherche des éleves, il s’agit pour
(CD)AMPERES, de motiver le savoir a étudier, ¢’est-a-dire de faire vivre
par les ¢éléves au moins une de ses raisons d’étre. Ce savoir est alors une
réponse a une question engageant les éleves dans la recherche. Il s’agit
aussi de s’assurer, a partir de I’analyse de ’organisation mathématique
constituée des réponses potentiellement apportées a la question, de la
production de recouvrements partiels, mais assez larges, du (des)
programme(s) a étudier et courant parfois sur un ou plusieurs niveaux
scolaires. Les questions a fort pouvoir générateur d’étude et de recherche
(QFPGE), qui initient des PER finalisés par les contenus du programme,
sont donc a déterminer par les professeurs de (CD)AMPERES en se
placant aux niveaux des secteurs et domaines des mathématiques
transposées.

De telles questions engendrent alors une dynamique de production de
sous questions dont les réponses constituent les themes et sujets étudiés.
C’est ainsi prendre le contre-pied de ce qui se fait couramment dans
I’enseignement actuel des mathématiques et dont témoignent les activités
des manuels scolaires. Sous la forme didactique de 1’ostension déguisée
(Berthelot & Salin, 1992), et parce qu’ils sont nombreux, divers et peu
connectés les uns aux autres, les sujets mathématiques enseignés
nécessitent d’étre regroupés a posteriori au sein de niveaux d’organisation
mathématique d’ordre supérieur afin qu’apparaisse le véritable enjeu de
I’étude. La question didactique qui se pose est alors celle des conditions
de ce regroupement : sont-elles organisées par le professeur pour faciliter
le travail des éléves ou bien laissées a leur charge, a leurs capacités
personnelles d’étude ? Quels sont alors les risques encourus pour les
éleves ? Il peut s’agir d’une différenciation de ’engagement dans 1’étude
résultant de la capacité personnelle a construire et rencontrer de maniére
privée des moments adidactiques a partir desquels ont lieu des apres-
coups ; ces derniers permettant de reconstruire et de réorganiser ses
rapports personnels aux savoirs, de les rendre plus ou moins conformes a
ceux attendus. Le schéma ci-dessous, qui s’appuie sur I’échelle des
niveaux de codétermination didactique, illustre dans sa partie droite le
travail du professeur et des ¢léves dans 1’enseignement ordinaire ; dans sa
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partie gauche ce travail au sein d’un processus didactique pour lequel
I’étude est amenée par une question posée a un niveau de généricité
mathématique plus élevé, de 1’ordre du secteur.

Civilisation
e 1
PROFESSEUR Société
Rechercher des
QFPGE en . T PROFESSEUR
remontant aux Ecole Morceler le savoir
niveaux des K} en le découpant
secteurs et Pédagogie dans une recherche
K domaines 1" de sujets
Disciplines

e ELEVE n ELEVE \
Domaine Remonter par lui-

La dynamique de

I’étude de la 1 méme vers des
question motive les Secteur sec'geurs et
sous-questions en @ 11 domaines pour
tant que thémes et Théme trouver des liens et

du sens au savoir

k sujets T enseigné /

Sujet

Figure 1. Travail du professeur et des éleves référé aux degrés de généricité et de
spécificité du savoir selon deux types d’organisation didactique

1.2. Méthodologie et contraintes
Le travail de (CD)AMPERES s’inscrit, comme on I’a dit, dans le respect

des programmes actuels de I’enseignement secondaire. C’est une
contrainte a partir de laquelle en découlent plusieurs autres. Les PER
initiés par des questions a fort pouvoir générateur d’étude (QFPGE) sont
alors le plus souvent mono-disciplinaires et finalisés par le programme.
Ce dernier met parfois en avant des isolats mathématiques en tant
qu’organisations locales interagissant faiblement avec les autres organisa-
tions mathématiques constitutives de 1’ensemble du programme ; le
travail produit aboutit alors a la construction d’AER faiblement intégrées.
Par ailleurs, les contraintes didactiques qui président a 1’enseignement
des mathématiques au collége et au lycée empéchent le plein développe-
ment des sept dialectiques proposées par Chevallard (2002) pour décrire
un travail d’étude et de recherche. Compte tenu du faible nombre — voire
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de la quasi absence — de ressources disponibles dans une salle de classe
qui sont pourtant constitutives de médias utiles a I’étude, et du poids des
habitus scolaires qui imposent aux recherches d’étre rarement menées
hors du temps et du lieu de la classe, les dialectiques du parachutiste et du
truffier et de I’excription et de I’inscription sont peu présentes. Celles de
la diffusion et de la réception ne suivent bien souvent que le seul canal de
I’oral au sein des classes, par le biais des interactions entre ¢léves, ou par
celui des interactions éleves-professeur.

Sous ces contraintes — et il y en a bien d’autres relatives notamment a
la formation des professeurs —, en s’aidant d’apports venus de la théorie
des situations didactiques (équipe de Bordeaux), de la théorie anthropo-
logique du didactique (équipes de Clermont-Ferrand et de Marseille), ou
encore de I’histoire des mathématiques (équipe de Poitiers), ces équipes
congoivent des PER ou des AER de premiére génération qui font 1’objet
de passations dans les classes de certains des membres du projet. Leurs
observations sont organisées : prises de notes, enregistrements, films ;
puis, des analyses a posteriori sont réalisées par les membres de 1’équipe.
Ce processus conduit a des retouches éventuelles, a des reprises 1’année
suivante avec un protocole analogue et a la diffusion a partir de stages, de
mises en ligne ou d’articles.

2. Un exemple de productions de (CD)AMPERES ? : motiver
I’enseignement du produit scalaire en 1° S

L’équipe de Clermont-Ferrand s’est essayée a motiver la rencontre des
¢léeves avec le produit scalaire, c’est-d-dire a faire en sorte qu’il
apparaisse comme réponse a une question. On peut trouver une piste de
réponse en examinant a quoi sert le produit scalaire tel qu’il apparait en
1°S dans le savoir a enseigner, sous les conditions et contraintes de la
transposition didactique actuelle : il est utile pour démontrer que deux
droites ou deux directions sont orthogonales, pour déterminer un angle
géométrique (par calcul de son cosinus), et enfin pour établir le théoreme
d’Al-Kashi et « la résolution » des triangles. Or les éléves savent, depuis
la classe précédente, démontrer analytiquement que deux droites sont

2. Les programmes auxquels nous nous référons sont ceux de 2001 pour la classe de 1°
scientifique, dite 1° S (éléves de 16 a 17 ans).
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paralleles : « D et D’ deux droites de vecteurs directeurs respectifs #(x, y)
et B(x’,y") sont paralleles si et seulement si xy’ —x'y = 0 ». On peut dés
lors se demander si des résultats comparables ne pourraient pas étre
établis pour des droites perpendiculaires : c’est la question qui initie le
travail d’étude et de recherche sur le produit scalaire.

2.1. Premier moment et premiére question de I’étude

La question Q; « Peut-on par le calcul montrer que deux droites sont
perpendiculaires ? » est posée aux éleves répartis en petits groupes dans
la classe. L’observation montre que, spontanément, ils se placent tous
dans un repére orthonormal.

On a pu noter trois facons d’aborder le probléme par les éléves.
Certains examinent des cas particuliers qu’ils connaissent bien : le cas des
axes et celui des bissectrices. D’autres pensent a utiliser la relation carac-
téristigue aa’=-1 qui, bien que ne figurant plus au programme des
classes antérieures, est néanmoins connue de certains éléves ; ce qui
révéle un phénomeéne d’hystérésis enseignante — des contenus ont disparu
des programmes mais sont toujours enseignés —, ce qui a quelque peu
surpris les observateurs. Enfin, certains éléves abordent d’emblée le cas
général.

En tant que directeur de 1’étude des éléves, il convient que le
professeur la guide par un jeu de questions, sans pour autant donner la
solution, ni briser la dynamique de 1’étude ou encore recourir a
I’ostension déguisée. Par exemple, on a pu demander aux éléves de
revenir sur la condition de parallélisme et de s’interroger sur la
signification des éléments qui la composent : x, X', y, y', représentent-ils
des coordonnées de points, de vecteurs ? Les éleves ayant décidé de
travailler sur des cas particuliers choisissent les points A(1,1) et B(-1,1)
sur les bissectrices du repere et, par analogie avec la condition de
parallélisme, trouvent : « 1 x (1) + 1 x 1 = 0 ». Comme ils ne savent que
faire devant cette évidence, I’enseignant les engage a examiner ce qui se
passerait si on translatait les deux bissectrices, ou encore si I’on prenait
d’autres points sur les deux bissectrices. Le travail engagé a partir de ces
questions conduit les ¢€leves a rejeter 1’utilisation des coordonnées de
points au profit de celles de vecteurs. De méme, ceux travaillant a partir
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de la relation aa’ =-1 sont invités par le professeur a réfléchir a la
signification des coefficients a et a’ et a faire le lien avec la condition de
parallélisme. L’ensemble de ces travaux conduit chacun des groupes a
soupconner que la clé de la réponse a la question étudiée est constituée du
théoréme de Pythagore. Un bilan d’étape peut alors conclure ce premier

moment d’étude. Voici ce premier bilan :

1°) A(x, y) et B(X', ¥').

D L D' < OAB triangle rectangle en 0
< AB’= 0A?+ OB? < xx' +yy' = 0.
2°) Soit (©,7,]) un repére orthonormé ;
U(x,y) et ¥(x’,y") sont orthogonaux

équivaut a xx’ +yy’ = 0. /é
Figure 2. Triangle rectangle OAB

Les éleves ont été invités a se demander ce qui passe si le repere n’est pas
orthonormé et ils ont remarqué que le résultat obtenu n’était valide que si
le repere 1’était.

2.2. Deuxiéme moment et deuxiéme question de I’étude

Ce deuxieme temps, comme les suivants, se passe en classe entiére et
prend la forme d’un cours dialogué. On a prouvé précédemment, avec les
notations utilisées, que : D L D’ < xx’ +yy' = 0 < AB’= OA’+ OB?.

La nouvelle question Q, est la suivante : « Que vaut xx’ +yy’ si D et D’
ne sont pas perpendiculaires et est-ce que cela pourrait avoir une
signification géométrique ? » Un retour sur le calcul ayant conduit
précédemment a faire apparaitre xx’ + yy’ = 0 ameéne alors a remarquer
que AB?— OA?— OB?= — 2xx' — 2yy’ et donc que :

XX' +yy' =2 (0A? + OBZ — AB?) = = (|lil|? + |3I|2 — || — @l|?).
Avec ce résultat apparait la nécessité d’observer, essentielle ici, que la
quantité xx’ + yy’ ne dépend pas du repere orthonormé choisi ! C’est un

invariant géométrique ; ce qu’on peut consigner dans un deuxiéme bilan
présenté ci-dessous :
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Soit 1 et v de coordonnées (x, y) et (x’, y") dans un repére R orthonormé et
de coordonnées (X, Y) et (X, Y') dans un repere R’ orthonormé, alors
XX+ yy' = XX+ YY'. C’est un invariant géométrique que nous appelle-
rons produit scalaire de 1 et v et que nous notons i . v.

2.3. Troisieme moment et troisiéme question de I’étude

Ce troisieme temps se déroule en classe entiére et prend la forme d’un
cours dialogué. On travaille la question Qs : « On sait que

OA 0B = 0 < (0K;0B) = + - < cos(04; OF) = 0.
Etsi OA.OB # 0, peut-on dire quelque chose de cos(0A; OB) ?

Pour répondre a cette question, la piste consiste a chercher a utiliser
un repere orthonormé particulier, ce que 1’on peut faire puisque le produit
scalaire est un invariant ne dépendant pas du repére orthonormé choisi.
Divers choix sont possibles ; parmi eux on peut prendre (O,7,j) de telle
sorte que OA et T soient colinaires et de méme sens. En posant
6= (0A; 0B) on obtient alors : OB = OB(cos 67 +sin6j). A partir de la
définition du produit scalaire, un calcul donne OA’.OB = OA x OB cos 6.
A ce stade, peut étre tiré un bilan intermédiaire sur les usages a venir du
produit scalaire. Voici ce troisieme bilan : & quoi peut servir le produit
scalaire ? Un repére orthonormé étant choisi, dés lors que 1’on sait
calculer le produit scalaire, il peut servir a démontrer par le calcul une
orthogonalité et a déterminer un angle géométrique a partir du calcul de
son cosinus,

Ce premier bilan sur ’utilité du produit scalaire étant fait, on peut se
demander s’il pourrait étre d’un autre usage.

2.4. Quatriéme moment et quatriéme question de I’étude

La quatrieme question se décline en deux sous-questions : Qg : « Le
produit scalaire peut-il &tre d’une autre utilité ? » entrainant Qs,».

Pour diriger I’étude de la premiére sous-question, on peut faire
remarquer que lorsque OA = OB alors OA.OB = OA.OA = 0AZ2, qui est le
carré d’une longueur ! Si on sait calculer le carré d’une longueur, alors on
saura calculer cette longueur. On peut donc légitimement se demander si
le produit scalaire pourrait servir a calculer une longueur. Cette question
nous dirige vers le théoréme d’Al-Kashi, amené par la question Qg :
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« Connaissant OA, OB et I’angle en O dans le triangle OAB, peut-on
calculer AB ? »

Si I’angle en O est droit, on reconnait le théoréme de Pythagore. I
s’agit de généraliser celui-ci au cas ou I’angle en O n’est pas droit. Cette
question n’est pas sans fondement car la connaissance de deux co6tés d’un
triangle et de 1’angle compris entre ces deux coOtés renvoie a un cas
d’isométrie que les éléves connaissent. La longueur du troisieme coté,
AB, est alors déterminée et il est Iégitime de se demander si on peut la
calculer.

On a : AB2 = AB2. Peut-on aller plus loin ? La connaissance de OA et
OB pousse a introduire le point O dans 1’égalité précédente ; par exemple
en utilisant la relation de Chasles pour écrire : AB = AO + OB. Le produit
AB? devient alors : (A + OB).(AO + OB). Une nouvelle fois, la méme
guestion se pose : peut-on aller plus loin ? Peut-étre si d’aventure le
produit scalaire était distributif par rapport a la somme vectorielle. Qu’en
est-il ? On peut se placer dans un repére orthonormé quelcongue et, par le
calcul, montrer qu’il en est bien ainsi ; de plus on peut montrer aussi que
le produit scalaire est commutatif. Au final, on obtient :

AB2? = 0AZ + OB2 — 20A". OB = 0A? + OB2 — 20A X OB cos O
qui est le théoréme d’ Al-Kashi.

2.5. Bilan

Le travail d’étude et de recherche qui a été mené conduit a avoir
rencontré I’ensemble des parties du programme sur le produit scalaire.
L’enseignement est alors motivé par un jeu de questions qui s’enchainent
et qui, de plus, permettent de faire vivre par les éléves les usages a venir
travaillés dans les exercices.

3. Conditions et contraintes : I’existant et ce qui est localement
modifiable

Au-dela de son seul aspect développemental dans lequel sont principale-
ment engagés les professeurs du réseau (CD)AMPERES, le travail mené
dans ce cadre contient une dimension propre a la recherche sur le systeme
d’enseignement des mathématiques tel qu’il est ; en ce sens il s’agit d’une
recherche-développement. La question centrale est celle de savoir a
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quelles conditions mises en place, et sous quelles contraintes systémiques
non modifiables, on peut faire vivre un enseignement des mathématiques
qui engage les éleves dans une dynamique d’étude et de recherche ?
Evidemment, le systéme éducatif dans son ensemble ne peut étre utilisé
comme terrain permettant d’obtenir une réponse a cette question. Mais les
perturbations localement amenées par 1’implantation d’un type d’enseig-
nement sous forme de PER dans quelques classes et établissements
(environ quatre-vingts professeurs, répartis dans neuf des vingt-six
académies de la France métropolitaine, participent au réseau
(CD)AMPERES) apportent de nombreuses informations. Les données
empirigques ainsi obtenues, sont relatives a la formation des professeurs a
ce type d’enseignement, aux habitus des enseignants, ainsi qu’aux
phénomenes didactiques produits ou empéchés. Le recueil et I’analyse de
ces données, fournissent en retour des informations sur 1’état du systéme.

Il apparait possible, parce que les enseignants participant a ce travail
adhérent au projet qui le définit, de rompre avec la praxéologie
professorale qui s’expose a longueur de manuels et consiste a proposer
aux éleves des activités ne permettant guére que d’enseigner de maniére
déconnectée des organisations mathématiques ponctuelles, en recourant
pour cela au procédé didactique de 1’ostension déguisée (Berthelot &
Salin, 1992). Rechercher des questions a fort pouvoir générateur d’étude,
lorsque la partie du processus de transposition didactique ayant abouti a
la rédaction du programme 1’autorise, engage les professeurs a concevoir
des propositions se situant au-dela du niveau du theme. Méme s’il s’agit
souvent d’un travail nouveau pour les professeurs, la force du collectif
représenté par I’équipe permet sa réalisation. Dans ce domaine, se lancer
dans ce travail exigeant apparait possible pour des équipes de professeurs
sous encadrement didactique, mais il signifie aussi que 1’on initie un
processus long, consistant a combler un vide quasi complet de ressources
de ce type dans la profession : tout reste a construire. De ce point de vue,
le travail d’¢laboration théorique en didactique ne s’est pas traduit par
I’apport d’une aide au développement de I’enseignement ordinaire. La
cause n’en est pas qu’imputable aux didacticiens des mathématiques,
mais sans doute aussi a la nature qui fut réservée a la réception de leurs

67



Yves Matheron et Robert Noirfalise

travaux par différentes instances éducatives ; tant administratives que
professionnelles.

La recherche, ses avancées mais aussi ses difficultés, nous ont permis
de faire porter le regard sur les conditions et contraintes venant des
niveaux de codétermination didactique plus génériques car relevant de la
pédagogie, de 1’école, de la société et de la civilisation.

3.1. Une condition au niveau de I’école, transformée en contrainte :
la tyrannie de ’heure

Une tradition didactique, bien installée dans I’enseignement secondaire,
veut qu’un probléme posé en classe soit résolu en classe et, si possible,
dans les minutes qui suivent ; si cette condition ne peut étre satisfaite, il
faudra au moins qu’il soit résolu avant la fin de la séance. Les raisons
d’une telle contrainte, moins perceptible a 1’école primaire, viennent des
conditions propres a I’organisation de 1’école secondaire. On sait en effet
qu’une condition pour une organisation satisfaisante de ce niveau du
cursus, ou I’enseignement est assuré par plusieurs professeurs de
disciplines différentes, tient a un séquencage temporel rigoureux,
nécessité par I’accord nécessaire de deux types d’emplois du temps : I’'un
spécifique aux éléves d’une classe donnée qui ont un enseignement dans
plusieurs disciplines, 1’autre propre aux professeurs qui enseignent leurs
disciplines a plusieurs classes. Il n’est donc pas envisageable qu’un
professeur déborde du temps de la séance qui lui est imparti, car ce serait
un «vol » du temps consacré au professeur et a I’enseignement qui suit.
Dans le second degré, la plage horaire est donc généralement d’une
heure, voire de deux dans les classes du cycle terminal des lycées. Un
implicite professoral, étayé par des consignes orales censées expliciter ce
qu’il faut donner a voir lors d’une inspection, aboutit a faire vivre une
sorte de norme temporelle définissant une « bonne séance ». Cette norme
veut que le déroulement d’une s€ance suive une organisation qui voient
se succéder : le probleme et sa solution (appelés « activité »), ’institu-
tionnalisation de la solution (appelé «cours), la donnée d’exercices
(appelée « applications » ou « entrainement »). On pourrait rechercher,
dans 1’épistémologie des professeurs et a partir des discours qu’ils

tiennent, les éléments technologiques construits autour d’une telle
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technique enseignante . Mais 1a n’est pas notre propos qui porte plutdt
sur les conséquences didactiques induites par 1’existence quasi générale
de ce qu'on peut désigner comme une soumission a « la tyrannie de
I’heure ». Pour exercer son contrdle temporel sur ’activité des éléves afin
qu’elle entre dans le cadre qui lui est dévolu au cours d’une séance, les
problémes posés sont clos, rédigés en questions enchainées, a la maniére
d’un probléme de fin de chapitre, sans ouverture sur d’autres questions :
ce qui mathématiqguement motive ces problémes (leur raison d’étre) est
alors peu visible. Une autre conséquence didactique en découle : le topos
des éléves est étroitement balisé car I’inattendu venu de leur activité
risque de faire « déborder » de I’heure. L’enseignement ne peut guére
aller plus loin que celui du théme dont 1’étude doit se terminer lorsque le
« capital horaire » qui lui était alloué est épuisé ; 1’enseignement du
théme est réalisé par ’agrégation de quelques sujets traités en autant
d’heures de classe. La limitation de [’ouverture a la recherche,
conséquence « d’activités » proposées sous forme fermée, induit a la fois
un empan temporel court pour la vie d’une question et une certaine
étanchéité des themes les uns par rapport aux autres. Faire des liens entre
eux est alors, comme cela a été indiqué auparavant, implicitement laissé a
la charge des éléves, laissant par conséquent le champ libre aux
différences interpersonnelles dans le rapport a I’étude. Si on le souhaite, il
n’est pourtant pas tres cotiteux de se libérer d’une telle contrainte comme
le montrent les exemples qui suivent.

3.1.1. Un exemple au college (éléves de 11 a 15 ans)

Un PER construit a Marseille et courant sur deux années, est relatif au
théoréeme de Thalés et a son environnement sur la similitude (traduite
dans le programme sous la dénomination « agrandissement — réduc-
tion »). Les éléves, au cours de la manipulation de figures découpées et

3. En 2002, I’introduction du programme de 6° (éléves de 11 a 12 ans) préconisait le choix
par le professeur d’« activités » qui tiennent compte de la recommandation suivante :
« P’activité de chaque éléve doit étre privilégiée ». Cette « activité » devait étre suivie
d’une « synthése bréve ». Ces recommandations faisaient suite a celles contenues dans les
programmes antérieurs qui insistaient aussi sur ces deux dimensions temporelles de la
séance.
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de calques, rencontrent en 4° (éléves de 13 a 14 ans) la situation suivante
(figure 3) :

Figure 3. Triangles semblables

Cette situation permet de conjecturer collectivement, en classe, que
lorsque deux triangles sont semblables, si on les superpose en faisant
coincider un angle, les troisiémes cotés sont paralléles. L’étude se
prolonge alors hors du temps de la séance et hors de la classe. Les éléves
auront deux taches a accomplir : tout d’abord proposer une démonstration
de la conjecture, dont la vérité testée empiriquement en classe a laissé peu
de place au doute ; puis rédiger I’énoncé correspondant au probléme qui a
¢été résolu. Ce dernier travail engage vers la rencontre puis 1’écriture, avec
le vocabulaire disponible a ce niveau, de la condition portant sur la
disposition des triangles et que les éléves ont sans doute rencontrée « en
acte » en retournant éventuellement le calque figurant A'B'C, pour que la
similitude soit directe. La recherche menée hors classe poursuit ainsi

I’étude débutée durant la séance.

3.1.2. Un exemple au lycée (éléves de 15 a 18 ans)

A Poitiers, a été expérimenté le principe d’une conférence introductive en
direction de toutes les classes du niveau de la 2% (éléves de 15 & 16 ans)
en ouverture du cours de géométrie de 1’année et de celles qui suivront.
Elle vise a faire vivre aupres des éléves, en assumant pour cela le recours
a des procédés ostensifs, un certain nombre des questions auxquelles
répond le domaine de la géométrie. Par exemple : « Quelles sont les
utilisations actuelles de la géométrie dans et hors les mathématiques ? »,
les réponses a ces questions peuvent étre illustrées par les diapositives
suivantes qui référent a la localisation par intersection, aux coordonnées
et systémes d’équations d’une part, aux calculs de courbes d’autre part :
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Satellite 3

Satellite 2

Satellite 1

Figure 4. Exemples d’utilisation de la géométrie

D’autres questions, relatives a I’histoire par exemple, sont rencontrées
lors de cette séance introductive : « Dans quelles situations les hommes
ont-ils utilisé la géométrie ? » ou encore « Dans quels contextes les
notions géométriques que nous enseignons et apprenons ont-elles été
créées ? » Ce qui revient & poser la question : « pour résoudre quels types
de taches les mathématiques peuvent-elles servir?» Du coté des
professeurs, on congoit qu’avant d’arriver a montrer ces questions aux
éléves et certains types de réponses associées, il aura fallu mener un
important travail qui ne s’arréte pas seulement a I’aspect « utilitariste » de
la géométrie, mais explore les réponses a la question: « Que nous
apprennent les transpositions didactiques successives qui ont conduit aux
différents programmes ? »

3.2. Une contrainte didactique venant du niveau de la pédagogie dans
I’enseignement ordinaire : « les apprenants aux mains nues »

Un probléme leur étant posé, les éleves — quand ce n’est pas « 1’éléve »,
terme pris dans toute sa singularité et non pas dans son sens générique
utilisé parfois en didactique — sont tenus de tenter de le résoudre seuls, et
uniquement a partir de leurs connaissances antérieures. On mesure la le
poids d’un certain « constructivisme » qui veut que 1’éleéve trouve par lui-
méme, en comptant sur ses propres forces, sans recourir a des aides, et
place par ailleurs l’individu singulier au centre de toute forme
d’apprentissage. Ce théme du primat de I’individu apparait comme un
écho venu du niveau de la société et renvoyant le son d’une idéologie qui
la baigne. Le programme de 2002, auquel il a été fait référence
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antérieurement, ne précisait-il pas en effet que «I’activité de chaque
éleve doit étre privilégiée » ? D’autres formes pédagogiques préconisées
par les instructions émanant du ministere en direction des professeurs,
font résonner des échos de méme nature: aide individualisée ou
personnalisée, parcours personnalisés de réussite éducative, pédagogie
différenciée, accompagnement personnalisé, etc. Les conséquences didac-
tiques qui en résultent sont au moins de deux ordres.

D’une part, ces formes pédagogiques limitent les moyens de 1’étude.
Ainsi on s’interdit de disposer de médias autres que celui constitué par la
personne du professeur : pas de recours au manuel de la classe, de
recherche documentaire dans la bibliothéque de [1’établissement,
de recherche sur Internet, etc. Les milieux rencontrés en classe sont alors
peu adidactiques car s’il faut que « D’activit¢ de chaque éléve soit
privilégiée », alors nécessairement la force du collectif constitué par la
classe devra-t-elle étre mise a distance, et donc insuffisamment exploitée.

D’autre part, 1’autorisation d’enquéte, qui suppose le débat préalable
sur la répartition des taches au sein du collectif de classe, n’étant pas
envisagee, les problémes posés demeurent sans grande ouverture sur les
questions du monde. On retrouve en ce point la cloture d’un enseigne-
ment sur des mathématiques de faible portée.

3.3. Conséquence sur les praxéologies professorales ordinaires
et dominantes : I’éléve publiquement contraint a la docilité
didactique

Du point de vue des éléves au topos réduit en matiére de recherche venue
de I’étude, mais fortement guidés vers les solutions attendues, une clause
du contrat didactique devient une injonction implicite : puisque les
guestions génératrices du savoir sont le plus souvent contournées,
attendre docilement que le professeur indique le type d’exercices que les
éleves devront savoir résoudre. Les conséquences qui découlent de
I’assujettissement a ce type de contrat sont faciles a observer. Comme il
n’y a pas de véritable dynamique d’étude de questions, les mathématiques
apparaissent comme un ensemble d’activités « gratuites ». Quant aux
praxéologies d’étude attendues des éleves, celles-ci apparaissent a la fois
frustes et contraintes, puisqu’elles se résument a apprendre le cours et a
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apprendre a faire des exercices. Une fois de plus, elles renvoient aux
divers types d’assujettissements constitutifs des personnes et aux
différences inter-personnelles. Une cinquantaine d’années aprés, on est
encore trés loin, dans la réalité des systemes éducatifs, de la « pédagogie
rationnelle » qu’appelaient de leurs veeux Pierre Bourdieu et Jean-Claude
Passeron (1964).

4. L’intérét d’ingénieries didactiques de recherche et de
développement et le questionnement induit

4.1. Ce que change le travail (CD)AMPERES pour les professeurs
qui y sont engageés

La participation des professeurs aux travaux des équipes du réseau
(CD)AMPERES, parce qu’elle constitue une forme inhabituelle du travail
de préparation et de conduite de I’enseignement, nécessite a la fois que
soient réunies la volonté d’amélioration de I’existant et 1’engagement
dans une formation a la didactique en tant que théorie fournissant des
outils pour I’analyse et le développement.

Ce travail suppose la rencontre avec des types de taches enseignantes
qu’il est nécessaire d’oser mener a bien parce qu’elles sont souvent
inédites dans les pratiques professionnelles. Par exemple, il est nécessaire
d’oser déconstruire et interroger ses propres connaissances mathéma-
tiques ; de mener une enquéte afin de questionner le savoir que I’on a a
enseigner et de rechercher des éléments de réponses dans I’histoire,
I’épistémologie et les phénomenes de transposition didactique. Il faut
encore prendre en compte la distance entre savoir de référence et savoir
didactiquement transposé afin d’investir le «jeu» mathématique et
didactique autorisé par le programme. Tache inhabituelle pour un travail
enseignant trop souvent solitaire, mais il est aussi possible de compter sur
la force et les ressources des équipes (CD)AMPERES, et non plus de
construire de maniére isolée, avec peu de moyens et de temps pour cela.

Enfin il est nécessaire d’apprendre, afin de s’en servir, certains des
outils didactiques permettant d’analyser, de construire et de pratiquer un
enseignement de maniere raisonnée, objectivée, et non plus seulement
bati a partir de sa propre subjectivité ; méme si celle-ci s’appuie sur son
expérience de professeur. Ces outils permettent, entre autres, de répondre
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aux questions suivantes. Quels sont les moments didactiques par ou I’on
fera passer les ¢éléves (premiére rencontre, élaboration d’une technique,
institutionnalisation, travail de la technique) ? Quels savoirs ont des
chances d’émerger de D’activité des éleéves ? Quels seront les roles
respectifs du professeur et des éléves au cours de ces moments ?

4.2. Des questions de recherche a partir d’ingénieries de
développement

Si, a partir du travail (CD)AMPERES et de maniére empirique, il apparait
possible de faire vivre localement, dans le systéme tel qu’il est, un
enseignement des mathématiques bati autour de PER, il reste & étudier de
nombreuses questions qui portent aussi bien sur le systéme que sur
I’enseignement au sein des classes.

Des conditions didactiques nouvelles ont été mises en place ; est-ce
qu’il y en a d’autres, inapergues jusqu’alors parce que relevant des
techniques didactiques spécifiques des professeurs des équipes et de leur
propre engagement dans (CD)AMPERES ? Quels sont les effets d’un
enseignement sous forme de PER en termes de rapport des éléves aux
mathématiques, a leur étude et leur apprentissage ? Quels sont les effets
en termes de rapport des professeurs a 1’enseignement, aux mathéma-
tiques ? Qu’apprend-on ainsi sur le fonctionnement du systeme, sur le
métier de professeur ? A quelles conditions, éventuellement & créer, ce
type d’enseignement peut-il étre étendu ? Est-ce envisageable, souhai-
table ? A quelles contraintes indépassables se heurte-t-il ? On a identifié
et étudié les phénomenes d’obsolescence dans les ingénieries didac-
tiques ; qu’en est-il dans des propositions d’enseignement plus ouvertes,
telles que les PER congus par (CD)AMPERES ? Si ces phénoménes
existent, quelles en sont les causes, les effets ? Qu’apprend-on sur 1’état
du systéme, sur la corporation des professeurs de mathématiques, sur ses
habitudes didactiques ? Qu’apprend-on sur 1’état de la transposition
didactique, et & partir de ce point, sur le contrat institutionnel, sur les
interactions école-société ?
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4.3. Des questions de développement a partir d’ingénieries
(CD)AMPERES

D’autres questions sont spécifiques du développement des travaux congus
et proposés par (CD)AMPERES.

Comment tenir compte de I’imprévu, du contingent et de 1’aléatoire
spécifiques de toute relation humaine dans le déroulement du travail
d’étude en classe ? En quoi cela vient-il perturber, géner ou favoriser
I’atteinte de 1’objectif didactique assigné a 1’ingénierie ? Comment alors
laisser du « jeu », des degrés de liberté au professeur, sans dénaturer les
situations proposées, sans les faire dévier des finalités escomptées ? La
totalité des programmes, tels qu’ils sont congus, c’est-a-dire sans une
réflexion didactique suffisante dans les noosphéres, peut-elle étre
envisagée sous forme de PER ? Est-ce souhaitable ? Quels choix
pertinents de ressources mathématiques et didactiques sur lesquelles
s’appuyer pour la conception de PER lorsque tout est a construire ? Quel
apport ce travail améne-t-il pour repenser un curriculum mathématique ?
Quelles conditions pour la diffusion de tels travaux ? Quelle formation

des professeurs pour qu’ils puissent &tre recus ?
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Abstract. We present three dialogue modes among research theories or approaches
in mathematics education, starting from a new conceptualization of scientific theories
in terms of research praxeologies. Each dialogue mode is characterized by the
praxeological elements that are taken as starting points: the kind of scientific
problems dealt with; the theoretical component and the “methodological” compon-
ent, which includes research techniques and technologies. The last two dialogue
modes between APOS theory and ATD are illustrated, stressing those aspects of each
theory that can be promoted and developed.

Résumé. Nous présentons trois modalités de dialogue entre théories ou approches de
recherche en didactique des mathématiques a partir de la conceptualisation des
théories scientifiques en termes de praxéologies de recherche. Chaque modalité de
dialogue est caractérisée par 1’ingrédient de praxéologie pris comme point de départ :
les types de problémes abordés ; le composant théorique ; la composante « méthodo-
logique », qui inclut les techniques et technologies de recherche. Nous illustrons les
deux derniéres modalités en considérant le dialogue entre la théorie APOS et la TAD
afin de mettre en évidence les aspects de chaque théorie que le dialogue permettrait
de développer.

Resumen. Presentamos tres modalidades de didlogo entre teorias o enfoques de
investigacion en didactica de las matematicas a partir de la conceptualizacién de las
teorias cientificas en términos de praxeologias de investigacion. Cada modalidad de
dilogo se caracteriza por los elementos praxeoldgicos que se toman como punto de
partida: los tipos de problemas que se abordan; el componente teérico; y el compo-
nente «metodolégico» que incluye las técnicas y tecnologias de investigacion. Se
ilustran las dos Ultimas modalidades de dialogo entre la teoria APOS y la TAD po-
niendo el énfasis en los aspectos de cada teoria que el didlogo permitiria desarrollar.
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La comunidad de investigadores en didactica de las matematicas ha
desarrollado a lo largo de los afios diversas teorias y modelos con el
objetivo de comprender mejor los fenémenos relacionados con esta
disciplina. Recientemente se ha iniciado un proceso de comparacién de
teorias y, en ocasiones, un intento de articulacion de las mismas para
crear un nuevo referente tedrico que abarque los enfoques anteriores,
como muestra, por ejemplo, el ndmero especial de la revista ZDM
dedicado a las networking strategies (Prediger, Arzarello, Bosch &
Lenfant, 2008). Algunos de los trabajos desarrollados en este contexto se
proponen contrastar dos teorias mediante el andlisis de una misma
experiencia didactica; esto es, tomando datos empiricos (en general
provenientes de una sala de clase) y proponiendo una interpretacion
desde el punto de vista de cada una de las teorias. Este tipo de
comparacion o contraste entre enfoques pone de manifiesto la necesidad
de elaborar mecanismos de dialogo entre teorias que vaya mas alla del
vaivén entre los niveles empiricos y tedricos, para involucrar también
otros componentes de la practica investigadora.

En este articulo se pretende establecer un didlogo entre dos teorias de
didactica de las matematicas que no son proximas entre si, la teoria
APOS (Accidn, Proceso, Objeto, Esquema) y la teoria antropolégica de lo
didactico (TAD). El proposito del estudio es doble: mostrar como puede
llevarse a cabo esta comunicacion considerando todos los componentes
de ambas teorias; y localizar elementos de cada una de ellas que puedan
extender el marco teérico de la otra sin violentar sus supuestos basicos.
Como predmbulo al dialogo se presenta una breve discusion introductoria
sobre la naturaleza de las teorias cientificas y se proponen tres
modalidades de dialogo. Ademas, y con el fin de conocer mejor las dos
teorias en cuestion, esta discusion nos permitira describir sus elementos
basicos. Una vez presentados dichos elementos, se inicia propiamente el
didlogo partiendo tanto del componente tedrico como del componente
técnico-practico de cada enfoque. La tercera modalidad de diélogo se
describe en términos generales, dejando su aplicacion concreta al caso
APOS-TAD abierta a futuras investigaciones.
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1. Modalidades de dialogo entre teorias

El proceso histérico de dialogo o competicion entre teorias cientificas de
un mismo ambito empirico, esto es, entre teorias «rivales», constituye un
aspecto esencial de la génesis y el desarrollo de estas. En consecuencia,
para describir las modalidades de didlogo entre teorias, debemos utilizar
necesariamente un modelo del desarrollo de la ciencia, es decir, un
modelo epistemoldgico de la actividad de investigacion.

En este trabajo partimos de un principio epistemolédgico bésico
relativo al desarrollo de las teorias cientificas: postulamos que todo
cambio de perspectiva tedrica se manifiesta mediante la evolucion
simultanea de la teoria propiamente dicha y de los problemas que esta
estudia. Méas explicitamente, suponemos que las teorias son modelos que
proporcionan los instrumentos para formular y abordar los problemas que
surgen en el «mundo». En cierta medida son las propias teorias las que
construyen los problemas que abordan. Y, reciprocamente, suponemos
también que los problemas caracterizan las teorias en cada momento
historico (son su objeto de estudio) y la evolucion de aquellos provoca
nuevas necesidades tedricas y el desarrollo, a veces revolucionario, de las
teorias.

En este punto es importante sefialar que, junto a los ingredientes
explicitos, las teorias tienen ingredientes implicitos que se van poniendo
de manifiesto progresiva y lentamente a lo largo de su desarrollo. Segln
el epistemélogo Larry Laudan (1977), los ingredientes implicitos que
comparten las teorias que forman parte de un mismo programa de
investigacion son dos:

— una serie de compromisos ontol6gicos acerca del tipo de entidades que
se deben tomar en consideracion y acerca de las relaciones basicas
entre dichas entidades;

— una serie de normas metodolégicas que hacen referencia a como llevar
a cabo una investigacion, al tipo y la extension de los datos empiricos
que deben considerarse, al tipo de respuestas admisibles y, en
particular, a lo que se tomara como unidad de analisis de las teorias en
cuestion.
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La explicitacion de la unidad de andlisis de una teoria es muy importante
porque pone de manifiesto una decision metodolégica que origina
limitaciones voluntarias tanto del tipo de problemas que la teoria decide
considerar como del tipo de respuestas que la misma considerard
«admisibles». No se puede reprochar a una teoria que no explique algo
gue no se propone explicar, pero se le debe exigir que tome en
consideracion aquellas entidades que pueden afectar de forma substancial
las respuestas que la propia teoria considera admisibles con respecto a los
problemas que se plantea. En otras palabras, las teorias cientificas deben
respetar la coherencia entre sus compromisos ontolgicos y sus normas
metodoldgicas.

En principio, parece l6gico suponer que el didlogo entre dos teorias
serd mas facil y mas claro cuando se lleve a cabo partiendo de sus
componentes explicitos pero, como veremos, cuando dos teorias no
forman parte del mismo programa de investigacion y, en consecuencia,
no comparten los compromisos ontoldgicos ni las normas metodoldgicas,
entonces puede ser necesario partir de ciertos ingredientes mas o menos
implicitos de las mismas para establecer el dialogo. En este caso, el
propio didlogo puede obligar a explicitar algunos de dichos ingredientes y
hasta provocar el desarrollo tedrico o técnico de las teorias involucradas.

En lo que sigue, describiremos brevemente tres modalidades de
dialogo entre teorias que, en principio, no tienen por qué formar parte del
mismo programa de investigacién. Exigiremos que dichas modalidades
de didlogo sean compatibles con el principio epistemolégico que hemos
enunciado relativo al desarrollo de las teorias y que hace referencia a la
evolucion de estas como un todo.

La descripcion de las diferentes modalidades de didlogo que
proponemos a continuacion requiere un cambio en la forma de concep-
tualizar las propias teorias cientificas. Si se utiliza el lenguaje de la TAD,
deberia hablarse de «praxeologia cientifica» o «praxeologia de investiga-
cion» en lugar de «teoria cientifica», de la misma manera que deberia
hablarse de «praxeologia matematica» en lugar de hablar simplemente de
«teoria matematica». En adelante utilizaremos preferentemente la
expresion «praxeologia de investigacion» (PI) en lugar de «teoria
cientifica». Como toda praxeologia, una praxeologia de investigacion
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consta de cuatro componentes basicos [T/1/6/®]. El bloque préctico [T/t]
constituye la «practica de investigacion» y estd formado por el conjunto
de tipos de problemas (T) que se consideran o se pueden formular, asi
como de las técnicas de investigacion (t) que se utilizan. EI blogue
tedrico [6/@] se compone de los distintos discursos tecnoldgico-tedricos
que se utilizan para describir, justificar e interpretar la practica de
investigacion.

Para ejemplificar estas nociones, aplicables a toda praxeologia de
investigacion, podemos partir de un problema concreto de investigacion
didactica w que podemos considerar un elemento de un tipo de problemas
(o tareas) T. Tomaremos aqui un problema en cierta manera ajeno tanto a
la TAD como a APOS y que puede formularse en el ambito de la teoria
de las situaciones didacticas (TSD) en los siguientes términos:

7. ¢Como identificar un obstaculo didactico en un problema de ensefianza
de las matematicas y como disefiar y gestionar una situacion didactica que
permita a los alumnos superarlo? ;Cémo hacerlo, en concreto, en el caso
de la ensefianza de la nocién de «&ngulo» interpretado como un par de
segmentos del mismo origen? (Berthelot & Salin, 1996).

La tecnologia 6 que permite justificar, interpretar y hasta generar una
técnica de investigacion util para abordar este problema se deduce de uno
de los primeros resultados obtenidos por la teoria de situaciones
didacticas (TSD) y que fue formulado inicialmente como sigue
(Brousseau, 1989): existen conocimientos que producen respuestas
adaptadas en ciertos contextos habituales, pero que engendran respuestas
falsas fuera de dichos contextos. Son los obstaculos cognitivos entre los
gue se pueden distinguir diferentes tipos en funcién de su origen. Si el
conocimiento que hace obstaculo es un conocimiento «espontaneo» que
aparece en el curso del desarrollo del nifio, se habla de obstaculo
ontogenético; si dicho conocimiento ha jugado un papel en el desarrollo
historico del concepto, se habla de obstaculo epistemolégico y si ha sido
introducido por el propio proceso de ensefianza se denomina obstaculo
didéctico.

En este trabajo, la técnica de investigacion t que se utiliza como
metodologia de investigacion es la metodologia habitual de la TSD para
identificar un obstaculo didactico en un problema de ensefianza de las
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matematicas. Consta de las siguientes etapas: la primera consiste en
localizar en las respuestas de los alumnos en relacién al concepto
ensefiado algin conocimiento potencialmente productor de sus errores; la
segunda, en asegurarse que el obstadculo no es ni ontogenético ni
epistemoldgico; la tercera, en poner en relacion la ensefianza habitual en
torno al concepto en cuestion y la emergencia del conocimiento
inadaptado; la dltima etapa de esta metodologia consiste en elaborar y
experimentar un proceso de ensefianza alternativo (basado en otra forma
de interpretar el concepto) que permita a los alumnos superar este
obstaculo en situaciones adidacticas.

La teoria ® estaria formada en este caso por las asunciones basicas
explicitas e implicitas formuladas con los términos primitivos de la TSD.
Se trata de asunciones no cuestionables (fuera de los periodos de crisis 0
revolucion cientifica) por decisién metodoldgica y que han mostrado
ampliamente su fecundidad como, por ejemplo, las relativas a las nocio-
nes de contrato didactico, situacion adidactica, variables didacticas, etc.

Vemos pues que la expresién «teoria cientifica» es una metonimia,
esto es, designa el todo, la praxeologia de investigacién, mediante una
parte, la teoria ©, que le sirve de «signo» o «estandarte». Y el principio
epistemoldgico citado, que hace referencia a la evolucion simultanea de
la teoria ® y los tipos de problemas T, se expresa en este lenguaje
diciendo simplemente que la praxeologia de investigacion evoluciona
como un todo. La evolucion del bloque préctico-técnico [T/t], provoca
cambios en el blogue tecnolégico-tedrico [6/@] vy, reciprocamente, el
desarrollo de este permite construir nuevas técnicas de investigacion ty
nuevos tipos de problemas T. Por esta razdn, a partir de ahora nos referi-
remos a las teorias cientificas como praxeologias de investigacion.

1.1. Diélogo partiendo de los tipos de problemas

Podriamos intentar comparar dos praxeologias de investigacion (en
adelante, PI) a través de contrastar los resultados que se obtienen cuando
ambas abordan un mismo problema. Pero esto no es posible porque, en
coherencia con el principio epistemoldgico mencionado mas arriba, y en
contra de lo que postula el «empirismo ingenuo», los hechos empiricos
no constituyen una base objetiva (e independiente de las PI) de donde
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surgirian los problemas. En la formulacién de los problemas de
investigacion intervienen herramientas tecnoldgicas y teoricas de las Pl
en cuestion. En la medida que los problemas son «construidos» por las
Pl, no es posible abordar un mismo problema mediante dos PI diferentes.
De todos modos, veremos que es posible establecer una modalidad de
didlogo entre PI partiendo no directamente de los problemas, sino de
ciertos ingredientes (relativamente) implicitos de una Pl generalmente
interpretados como la base empirica que sustenta los tipos de problemas
considerados.

En efecto, dadas dos praxeologias de investigacion didactica, Pl,y Pl,,
supongamos que Pl plantea un tipo de problema ;. Salvo en casos muy
particulares no se podréa tomar m; como objeto de estudio de Pl,, pero si
se puede dar un «paso atras» desde r; e intentar reinterpretar mediante las
herramientas que proporciona Pl, los hechos empiricos o las cuestiones
problematicas que estan en el origen de rt; (aunque en ocasiones la propia
base empirica o la problematica original deberan ser ampliadas, recor-
tadas o modificadas de alguna otra forma). Entonces es posible que Pl,
pueda construir nuevos tipos problemas m, abordables con sus propias
herramientas y que mantendran cierta relacién originaria con n;. Los dos
tipos de problemas que resultan de esta modalidad de didlogo pueden ser
mas o menos préximos, dependiendo principalmente de las relaciones
entre las Pl consideradas. En cualquier caso, creemos que el dialogo sera
maés fecundo si acaba involucrando todos los componentes de las dos PI.

En el trabajo de Esther Rodriguez, Marianna Bosch y Josep Gascon
(2008) se ha iniciado esta modalidad de dialogo entre el enfoque de la
metacognicién del movimiento clasico del Problem Solving, que hace el
papel de Pl;, y la TAD, que se toma como Pl,. Al reinterpretar con las
herramientas de la TAD los hechos empiricos que estan en la base de lo
que se conoce como el «problema de Pdlya» (que juega el papel de m;
formulado por Pl;) se reformula el citado problema obteniendo un nuevo
problema de investigacion didactica n, realmente «muy alejado» de ;.
En efecto, el problema de Pdlya (m;) puede enunciarse, en primera
instancia, como sigue:

my: Suponiendo que los estudiantes dominan las técnicas bésicas o
elementales y poseen los conocimientos matematicos necesarios, ¢(como
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conseguir que sean capaces de construir y utilizar adecuadamente
estrategias complejas para resolver «verdaderos» problemas matematicos
0 problemas «creativos»? (Ibid. p. 288).

El movimiento del Problem Solving, iniciado por Polya (1945) pretendid
responder a este problema mediante la ensefianza de reglas heuristicas
generales presuntamente (tiles para cualquier tipo de problemas pero,
como dice Brousseau (1997), esto no hizo méas que desplazar el problema,
puesto que una heuristica no es més féacil de utilizar que un teorema y, de
hecho, es ain mas dificil de transformarla en una tarea.

Es en este punto en el que, a partir del trabajo de Schoenfeld (1985), la
nocioén de «metacognicion» entrd con fuerza en el ambito de la educacion
matematica y, mas especificamente, en las investigaciones en torno al
Problem Solving. Pero esta inclusién tampoco sirvié para resolver el
problema w; de forma satisfactoria como pone de manifiesto el propio
Schoenfeld (2007), reclamando la necesidad de ampliar drasticamente la
base empirica, mediante la integracion de la dimension socio-cultural
junto a lo cognitivo y tomando en consideracion, ademas, las practicas
docentes del profesor de matematicas.

La reformulacion de m; desde la perspectiva de la TAD consiste,
esencialmente, en introducir y dar prioridad a las dimensiones epistemo-
I6gica e institucional del problema (Rodriguez et al., 2008, p. 290). Como
consecuencia, la reformulacion r, del problema de P6lya que se propone
desde la TAD (Pl,), puede expresarse en los siguientes términos:

n,: En las instituciones de ensefianza actuales, ¢(qué condiciones se
requieren y qué restricciones limitan la realizacion de procesos didacticos
que, partiendo de cuestiones probleméticas «vivas», permitan a los
alumnos recorrer los distintos momentos didacticos y, por lo tanto,
generar (construir o reconstruir) una secuencia de praxeologias mate-
maticas locales como respuesta a dichas cuestiones? Como consecuencia,
y dada una institucion de ensefianza concreta, ;qué caracteristicas de las
praxeologias didacticas implementadas se requieren para llevar a cabo
este tipo de procesos didacticos, creando asi condiciones apropiadas para
ello y evitando las restricciones presentes en la medida de lo posible?
(Ibid., p. 294).
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Esta nueva formulacién demanda una respuesta en términos de un tipo de
organizacion didactica capaz de implementar las condiciones que se
requieren para llevar a cabo dicho tipo de actividad matematica. En la
TAD, los recorridos de estudio e investigacion (REI) constituyen el
prototipo de organizacion didactica funcional que satisface dichas
condiciones y, consecuentemente, se plantea el problema ecoldgico
relativo a las condiciones de viabilidad de los REI en las instituciones
didacticas actuales.

El cambio mas importante originado por la reformulacion de m; en
consiste en el paso de la perspectiva individual de n; a la perspectiva
institucional y ecoldgica de m, en la que se subrayan las dimensiones
epistemoldgica y didactica del problema, por encima de la dimension
cognitiva. De hecho, las dificultades que en m; se relacionan con la
ausencia o deficiencia de determinadas estrategias cognitivas 0 meta-
cognitivas de los alumnos (eleccion y planificacion de estrategias, control
y regulacion del desarrollo del proceso de resolucién y revision global del
mismo), en m, se considera que pueden ser explicadas en términos de
determinadas caracteristicas de las praxeologias matematicas escolares
(singularmente del aislamiento y desarticulacién de estas) asi como de las
caracteristicas de las organizaciones didacticas asociadas.

Si bien en el ejemplo anterior los problemas m; y m, estan muy
alejados, en otros casos, cuando se utiliza esta modalidad de dialogo entre
dos Pl mas cercanas, pueden obtenerse problemas relativamente
proximos. Veamos un ejemplo. David Tall (2003) presenta una teoria
cognitiva (Pl,), basada en la filosofia de Bruner, en la que se definen tres
mundos de pensamiento: encarnado (embodied), proceptual y formal.
Propone que los modos de representacion en matematicas se pueden
categorizar en tres distintas maneras de operar: el mundo o modo
encarnado, basado en las percepciones y acciones humanas en el contexto
del mundo real; el mundo o modo simbdlico-proceptual que combina el
papel de los simbolos y el célculo simbdlico y que esta basado en una
teoria previa que él mismo propone (Tall, 2001), en la que se estipula que
estos simbolos actuan de forma dual tanto en forma de procesos como en
forma de conceptos (proceptos); finalmente el mundo o modo formal-
axiomatico que consiste en un acercamiento formal que se inicia con
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axiomas relacionados a partir de los cuales se hacen deducciones l6gicas
para demostrar teoremas.

En su estudio sobre el aprendizaje del célculo diferencial, D. Tall
considera que este se desarrolla basicamente en los dos primeros mundos
de pensamiento. Para trabajar sobre el aprendizaje de un concepto
especifico plantea un tipo de problema que puede formularse como sigue:

m;: ¢Cudl es el desarrollo cognitivo necesario para la construccion de la
nocién de derivada en el calculo?

Para dar respuesta a este problema Tall parte, en primer término, del
conocimiento previo de los alumnos sobre el significado de que algo sea
recto, a lo que denomina «raiz cognitiva», que pertenece al «mundo
encarnado». A partir de las apreciaciones de los alumnos sobre la
rectitud, que se llevan a cabo desde este «mundo», considera posterior-
mente lo que la «rectitud» implica cuando se analiza localmente el
comportamiento de una curva. En este momento, la necesidad de explicar
el comportamiento local de una curva provoca que el individuo se plantee
el desarrollo de una herramienta matematica mas sofisticada, la
«linealidad local», que se puede relacionar estrechamente con la idea de
rectitud local, pero que pertenece al mundo simbélico «proceptual». Esta
herramienta consiste en la formulacién matematica de la pendiente de la
tangente a la curva como el limite de la pendiente de la recta secante que
se extiende posteriormente a la nocion de derivada como funcion.

Desde la teoria APOS (Pl,), este problema puede reformularse como
el problema de la construccion del concepto de derivada en el célculo.
Aqui, el tipo de problemas que se formula es el siguiente:

. ¢ Cudles son las acciones, procesos, objetos, esquemas y las relaciones
entre ellos que se requieren en la construccién de la nocién de derivada?

A partir de esta pregunta, en la teoria APOS se disefia una descom-
posicién genética que es la herramienta tedrica que da cuenta de la forma
en la que las posibles acciones, procesos, objetos y esquemas se articulan
en la construccion de dicha nocion (Asiala et al., 1997).

Asi, la construccion de un concepto como el de derivada se inicia a
partir de acciones especificamente disefiadas sobre objetos matematicos
conocidos, en este caso la funcion y la recta, para construir una primera
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aproximacién lineal local de la funcion. Cuando el individuo reflexiona
sobre estas acciones, puede generalizarlas, coordinarlas e interiorizarlas
en un proceso, es decir, puede hacer calculos simbdlicos y mentales asi
como representaciones graficas de la pendiente de la tangente a una
funcién en un punto sin necesidad de seguir reglas memorizadas o
algoritmos especificos. A traves de actividades especificas se busca que
el estudiante tenga la necesidad de considerar este proceso como una
totalidad sobre la cual pueden hacerse nuevas acciones, ademas de
analizar sus propiedades. Este proceso se puede encapsular en un objeto:
la derivada en un punto. Este objeto se «desencapsula» en el proceso que
le dio origen y se generaliza en un proceso que permite considerar la
aproximacion lineal en cada punto de una funcion para después encapsu-
larse en un nuevo objeto matematico que es la funcién derivada.

La reformulacion del tipo de problemas n; formulado por D. Tall en
términos de la teoria APOS permite asi obtener un nuevo tipo de
problemas de investigacion m, que pueden considerarse como «proximos»
(especialmente cuando se compara con el ejemplo anterior).

1.2. Diélogo partiendo del componente tedrico de las Pl

Si intentamos enriquecer una praxeologia de investigacién integrando en
ella, de manera mecéanica, nociones extraidas de otra Pl (o que podemos
designar como «eclecticismo tedrico») aparecen dificultades porque las
nociones construidas en una Pl solo toman sentido en un sistema
conceptual concreto, dependiente de una problematica especifica. Estas
dificultades se han puesto claramente de manifiesto cuando, por ejemplo,
se ha pretendido integrar la nocion de situacion didactica, construida
dentro de la TSD, en otros enfoques tedricos que no comparten ni los
compromisos ontolégicos, ni las normas metodoldgicas, ni la proble-
matica didactica de la TSD.

Dada la preponderancia cultural de la teoria ® sobre el resto de los
componentes de la Pl (que llega al extremo de identificar dicho
componente de la PI con la Pl globalmente considerada), si se inicia el
diadlogo partiendo del componente tedrico se corre el peligro de no
involucrar en el dialogo al resto de los componentes de la PI. Aunque
realmente es muy importante contrastar y comparar los postulados
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basicos de ambas Pl asi como sus respectivas unidades de andlisis (entre
otras cosas porque esta comparacion comportara un esfuerzo de explici-
tacion), no sera posible avanzar en el dialogo sin alcanzar el resto de los
componentes de las Pl y, muy especialmente, si no intervienen en el
dialogo las técnicas, la tecnologia de investigacion y los problemas que
constituyen el corazon de la PI.

Asi, por ejemplo, un trabajo en torno del «networking theories»
(Arzarello, Bosch, Gascon & Sabena, 2008) muestra claramente las
limitaciones del didlogo entre dos teorias cuando este se centra
Unicamente en una de las dimensiones de la problemaética didactica. En
efecto, en dicho trabajo, al intentar comparar el papel que juega la
dimension ostensiva en dos enfoques didacticos (la TAD y el APC-
space), surgié la necesidad de ampliar el &mbito de discusion a fin de que
este contuviese otras dimensiones fundamentales de los fendmenos
didacticos (singularmente las dimensiones epistemoldgica e institucio-
nal). Al mismo tiempo se puso de manifiesto que las teorias didacticas,
como teorias cientificas relativamente auténomas, tienen necesidad de
modificar, en coherencia con su marco teérico especifico, los conceptos
importados del &mbito de la semiética, al igual que los importados de
cualquier otra disciplina (ya sea la epistemologia, la psicologia o la
sociologia).

De todos modos, las limitaciones descritas para esta segunda
modalidad de didlogo no invalidan la posibilidad de dar un paso atras (en
este caso desde el sistema conceptual explicito de una PI) y preguntarse
en qué forma las intuiciones o principios basicos, y a menudo implicitos,
de PI; pueden reinterpretarse para ayudar a desarrollar la légica interna de
Pl, sin violentarla, y reciprocamente. Aunque esta modalidad de dialogo
entre dos PI constituya solo un punto de partida, debemos resaltar que, en
ocasiones, es la Unica via para iniciarlo.

1.3. Dialogo partiendo de los componentes técnico y tecnol6gico

Podriamos decir que las técnicas y la tecnologia de investigacion
recubren lo que habitualmente se denomina la «metodologia de investi-
gacion», aunque sin reducirse a ella. En efecto, en el lenguaje de las PI
que estamos utilizando, las técnicas de investigacion son descritas,
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justificadas, interpretadas y generadas por los resultados tecnolégicos que
la Pl formula y que toman la forma de «teoremas», «leyes», «fen6menos»
0, en general, «regularidades» que constituyen el contenido més visible y
explicito de una disciplina cientifica: el de los «resultados». Parafra-
seando a Descartes podriamos decir que, cuando una PI resuelve un
problema, se obtiene un «resultado» que, debidamente interpretado (y, en
algunos casos, adecuadamente generalizado), permite generar nuevas
técnicas de investigacion Utiles para obtener nuevos resultados. De esta
manera la nocion de tecnologia de investigacion permite clarificar la
relacién, habitualmente bastante oscura, entre una «teoria cientifica» (Pl
en nuestro lenguaje) y su «metodologia de investigacion» (ver, por
ejemplo, la contribucion de Michéle Artigue, Marianna Bosch y Josep
Gascon en este mismo volumen).

Esta modalidad de didlogo entre dos PI, que parte de los «resultados»
que una Pl formula y de la metodologia cientifica utilizada para obtener
dichos resultados, es la modalidad méas habitual de diadlogo en las
comunidades cientificas «maduras», donde hay generalmente un para-
digma dominante y en las que se toman en consideracion los resultados
provisionales de la investigacion para compartirlos, debatirlos y validar-
los conjuntamente en el seno de la comunidad. Sin embargo, en el caso de
las Pl en didactica de las matematicas, se trata de una modalidad de
dialogo poco frecuente en los trabajos que abordan el tema de networking
theories (Prediger et al., 2008, 2010). En general, no se suele discutir
sobre la manera cémo una PI utiliza o interpreta un resultado obtenido
por otra Pl, ni sobre la forma de retomar una metodologia de investiga-
cion de otra PI, ni sobre la comparacion entre los resultados obtenidos por
dos PI, incluso cuando estos pudieran aparecer como contradictorios (ver,
como contraste, Bikner-Ahsbahs et al., 2010; Kidron et al., 2008; Arti-
gue, 2009; y, dentro de la modalidad de dialogo entre teorias «cercanas»,
Artigue, Bosch, Gascon & Lenfant, 2010).

2. Didlogo APOS-TAD partiendo del componente tedrico:
cuestionamiento de la matematica escolar

En lo que sigue nos proponemos desarrollar y sistematizar un didlogo que
se inicio en el afio 2001 con un trabajo de cooperacion entre los autores
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de este articulo y que se recoge en Josep Gascon (2003). Se trata del
dialogo entre la teoria APOS cuyas principales aportaciones se describen
en diversos trabajos (Dubinsky, 1991, 1996; Asiala et al., 1996;
Czarnocha et al., 1999; Dubinsky & Mc Donald, 2001; Trigueros, 2005;
Trigueros & Oktag, 2005) y la TAD (Chevallard, 1992, 1997, 1999,
2007; Chevallard, Bosch & Gascén, 1997; Bosch & Gascdn, 2005, 2006).
Veremos que, a pesar de sus limitaciones, las tres modalidades de didlogo
anteriormente descritas pueden ser fructiferas para el desarrollo interno
de cada una de estas PI, siempre y cuando hagamos el esfuerzo de
integrar en el didlogo todos los componentes de cada una de ellas.

La teoria APOS y la TAD son dos praxeologias de investigacion en
didactica de las matematicas que incorporan el andlisis de la matematica
escolar como parte de su problematica. Esto significa que, cuando
abordan un problema didactico, ambas Pl cuestionan, entre otras cosas, la
forma en que los programas, los libros de texto y las instituciones
docentes describen las mateméticas a ensefiar. Para llevar a cabo este
cuestionamiento, construyen alternativas a las mismas como parte de su
metodologia de investigacion. En este sentido, puede decirse que ambas
Pl toman la propia matematica como parte de su objeto de estudio. Este
es un postulado comun muy importante que nos ha servido como punto
de partida del «dialogo» que hemos empezado a establecer.

La teoria APOS es una teoria basada en las ideas de la epistemologia
genética de Piaget. Su objeto primario de investigacion es el aprendizaje
de las matematicas en la escuela o, dicho de otro modo, la construccion
del conocimiento matematico por un alumno que puede considerarse
como genérico de una institucién de educacion superior. Segiin APOS, en
la practica matematica que tiene lugar en el ambito escolar, las relaciones
gue los sujetos establecen con las matematicas no tienen por qué coincidir
con las que se establecen en el ambito de la investigacion en matematicas
ni con las que tienen lugar en las instituciones en las que se utilizan las
matema@ticas de diversas maneras. Es importante entonces modelizar los
distintos desarrollos de la actividad matematica que pueden llevar a cabo
los estudiantes con el fin de determinar una evolucién de esta actividad
que sea, sino Optima, al menos eficaz en términos del aprendizaje de los
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alumnos bajo ciertas restricciones institucionales (de acuerdo a la defini-
cion de «aprendizaje de las matematicas» dentro de la misma teoria).

La teoria APOS considera que es necesario elaborar, desde la
didactica, modelos que describan la forma en la que los estudiantes
construyen los elementos de un determinado dmbito del conocimiento
matematico. Estos modelos se explicitan a través de lo que en dicha Pl se
conoce como «descomposicion genética» del concepto o ambito
matematico que esta en juego (Dubinsky & Lewin, 1986; Dubinsky et al.,
1992; Dubinsky & Harel, 1992). La descomposicion genética consiste en
la descripcién detallada de la manera en que un alumno, que podemos
considerar como un «alumno genérico», podria construir dichas ideas
matematicas como acciones, procesos, objetos y esquemas cognitivos.

La nocién de «alumno genérico» de una institucion determinada
podria ser Gtil como punto de contacto para ambas Pl. En efecto, en el
caso de la TAD la nocion de alumno genérico podria asimilarse a la
nocidén de «sujeto en posicién de alumnox», que no debe confundirse con
la nocidn de «persona» considerada como el emergente del conjunto de
sujeciones institucionales que un individuo trae consigo (Chevallard,
1989). En el caso de la teoria APOS, se habla simplemente del alumno
para referirse al alumno genérico. Veremos como dicha nocidn permitira
tomar en consideracion la incidencia de la interpretacion institucional de
un concepto sobre la descomposicién genética del mismo en dicha
institucion.

Sobre la base de la descomposicion genética, considerada como
modelo preliminar, los investigadores disefian actividades didacticas
especificas para promover dichas construcciones. Es importante aclarar
que no hay una Unica descomposicion genética; dado que dicha
descomposicion es un modelo general, distintos investigadores pueden
proponer descomposiciones genéticas diversas, pero, una vez que estas se
proponen, es necesario verificar su validez a través de los datos sobre la
forma en que los estudiantes trabajan con estos problemas matematicos
relacionados con el concepto o ambito de interés. A menudo, los datos
ponen de manifiesto construcciones distintas a las previstas en el modelo
Y, en ese caso, es necesario revisar y refinar el modelo. Asi, la descompo-
sicion genética sirve como base para el disefio de actividades que los
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alumnos trabajan en el salén de clase y sirve, también, como un modelo a
priori para analizar cuéles de esas construcciones pueden inferirse de la
actividad de solucion de problemas de los alumnos, en un proceso de
estudio que incluye los conceptos en cuestion, ya sea mediante
actividades disefiadas con la propia descomposicién genética o a través
de otro tipo de cursos.

A lo largo de los afios, la teoria APOS se ha enriquecido a partir de los
resultados de investigaciones sobre la construccion de distintos conceptos
matematicos. Las nociones originales de la teoria se han ampliado. La
necesidad de considerar los cambios que se producen en los esquemas de
un sujeto genérico conforme avanza en el proceso de estudio, condujo a
la introduccién de la nociones de «evolucion de un esquema» y de
«tematizacién de un esquema» (Clark et al., 1997; Baker et al., 2000;
McDonald et al., 2000; Cooley et al., 2007; Parraguez & Oktag, 2009;
Trigueros & Martinez-Planell, 2010). Ademés la teoria se ha visto
fortalecida a través de investigaciones que han puesto de manifiesto el
éxito de su aplicacion en la ensefianza de conceptos especificos o de
cursos completos (Vidakovic, 1997; Dubinsky & McDonald, 2001,
Weller et al., 2003; Trigueros, Okta¢ & Manzanero, 2007; Salgado &
Trigueros, 2009; Campero & Trigueros, 2010).

La TAD, por su parte, puede ser considerada como un desarrollo del
programa epistemoldgico de investigacion en didactica de las matema-
ticas iniciado por la TSD (Gascén, 1998, 2003). A medida que este
programa se iba desarrollando, se puso de manifiesto que no era posible
interpretar adecuadamente la actividad matematica escolar sin tener en
cuenta los fendmenos relacionados con la reconstruccion escolar de las
matematicas, que tienen su origen en la propia institucion productora del
saber matematico. Aparecieron asi los fendmenos de transposicion
didactica (Chevallard, 1985) en el corazén de la problematica didactica y
la nocion de relatividad institucional del saber matematico.

Como consecuencia de ello, la actividad matematica institucionalizada
se convirtié en el objeto primario de investigacion para la TAD. Con mas
precision, la TAD postula que el objeto primario de estudio de la
didéctica de las matematicas no es otro que la ecologia institucional de
las organizaciones matematicas y didacticas asociadas y, por lo tanto,
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cuestiona y modeliza los procesos de génesis y difusion intra-institucional
e inter-institucional de las praxeologias, no los procesos cognitivos ni del
alumno ni del profesor.

Para llevar a cabo este programa se requiere explicitar un modelo
epistemoldgico de las matematicas que sirva como referencia (siempre
relativa y provisional) para analizar en cada caso la actividad matemética
institucionalizada. Los modelos asi producidos son lo que designamos
como «modelos epistemolégicos de referencia» (MER). Estos modelos se
describen en términos de praxeologias (matematicas y didacticas) y
constituyen, en cierto sentido, el nucleo firme de la TAD (Bosch &
Gascén, 2005, 2006).

En este punto aparece un importante paralelismo entre la nocion de
«descomposicion genética» (DG) que permite describir la construccién
de un concepto o &mbito matematico en APOS, y la nocion de «modelo
epistemoldgico de referencia» (MER) que se utiliza en la TAD para
describir, analizar y evaluar los modelos epistemolégicos de las
matematicas dominantes en las diferentes instituciones que forman parte
de su objeto de estudio.

Al igual que la nocién de descomposicion genética, el MER es un
modelo relativo y provisional (una hipétesis) que describe la estructura de
una praxeologia matematica institucionalizada y propone un proceso
hipotético de construccién institucional de dicha praxeologia. Hay que
decir que, en los trabajos llevados a cabo hasta la fecha en el &mbito de la
TAD, raramente se explicitan los criterios que se han utilizado en la
elaboracién del MER, criterios que quedan normalmente bajo la
responsabilidad privada del investigador (Sierra, 2006), mientras que en
los trabajos realizados en el &mbito de la teoria APOS, suelen explicitarse
claramente tanto las construcciones consideradas en la descomposicion
genética como los criterios con los que se elaboran las actividades de
ensefianza. Dado que la comunidad cientifica que trabaja en el ambito de
la teoria APOS tiene mucha experiencia en el aprovechamiento de los
datos provenientes de las actividades de los alumnos para refinar las
descomposiciones genéticas, sus propuestas podrian ayudar a desarrollar
la metodologia de la TAD, proporcionando estrategias para utilizar
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sistematicamente dichos datos como criterio complementario para
contrastar y modificar progresivamente los MER considerados.

Dicho esto, si comparamos ahora la forma como cada una de estas dos
Pl lleva a la préctica este postulado, esto es, si cotejamos la manera
concreta en que cada una de ellas toma efectivamente la matematica
como parte de su objeto de estudio, observaremos dos puntos de
divergencia. En primer lugar, la TAD pone el acento en el nivel
institucional de la construccién del conocimiento matematico, remar-
cando la preeminencia explicativa de la «relacion institucional» a los
objetos matematicos por encima de la «relacion personal» a dichos obje-
tos. Esto es, en la TAD se considera que la actividad matematica que un
sujeto de una institucion docente puede llevar a cabo (en torno a un
ambito determinado de las matemaéticas) —es decir, las précticas
personales que se estructuran en la praxeologia personal— esta fuerte-
mente condicionada por el tipo de actividad (las practicas institucionales)
gue es posible llevar a cabo en la institucion en relacion al mismo ambito
de las matematicas. En otras palabras, las praxeologias personales son un
reflejo, mas o menos deformado, de las correspondientes praxeologias
institucionales (que, a su vez, contribuyen a construir).

En cambio, en la teoria APOS se enfatiza el nivel personal de la
construccion del conocimiento matematico, aunque podamos interpretar
que lo que se toma en consideracion es el «alumno genérico de la
institucion» en lugar del alumno concreto. En efecto, la teoria APOS, con
base en la dialéctica sujeto versus objeto de conocimiento de la epistemo-
logia de Piaget, defiende la unidad indisoluble de los aspectos «matema-
tico» y «cognitivo» de los componentes basicos del modelo (acciones,
procesos, objetos y esquemas) que forman parte de su nucleo firme.

Sin embargo, el nivel institucional también esta presente en los
estudios realizados desde esta perspectiva. En efecto, las construcciones y
los mecanismos de construccion del conocimiento matematico que se
toman como punto de partida se materializan en un conjunto de activi-
dades o tareas matematicas que se usan en la ensefianza, es decir en un
contexto institucional concreto (Asiala et al., 1996; Trigueros y Oktac,
2005; Weller et al., 2002). Este componente «didactico» de la P, que se
denomina el ciclo ACE (Actividades, Discusion en Clase, Ejercicios),
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quizas menos conocido, es lo que permitiria integrar el nivel institucional
en la teoria APOS.

En segundo lugar, el modelo epistemolégico de la teoria APOS
propone una interpretacién de las matematicas que enfatiza su descompo-
sicion en «conceptos» o, mejor dicho, en redes o sistemas de conceptos
matematicos, aunque es importante destacar que dado que el foco de la
teoria es el aprendizaje de los sujetos genéricos, la actividad de los
mismos al enfrentar tareas matematicas especificas es un componente
importante de la teoria. Es dicha actividad y, en particular, la reflexion
sobre la propia actividad el mecanismo (abstraccion reflexiva) que
permite la construccidon de los conceptos matematicos descritos en la
descomposicidn genética.

En los estudios llevados a cabo hasta este momento con la teoria
APOS, se ha centrado la atencion en el aprendizaje de las matematicas a
nivel universitario. Es posible que, dado que se ha tomado en considera-
cion esta Unica institucién, las restricciones especificas que la institucién
puede poner a la actividad disefiada no han sido introducidas en la teoria.
En las investigaciones se mencionan, sin embargo, algunas considera-
ciones acerca de la institucién en la que los estudios se llevan a cabo. La
teoria APOS empieza a utilizarse para investigar la construccién de ideas
matematicas fuera de la universidad; es en estos estudios y en la compa-
racion con los previos realizados a nivel universitario donde las restric-
ciones institucionales pueden aparecer de manera mas explicita.

La TAD por su parte propone un modelo epistemolégico que pone el
acento en la actividad matematica como una actividad humana institucio-
nalizada y en la que los sistemas de conceptos, teoremas y demas objetos
matematicos se consideran componentes de las praxeologias matematicas
gue aparecen organizadas en dos niveles. EI primer nivel es el que remite
a la préactica que se realiza, la praxis o saber-hacer, es decir, los tipos de
problemas o tareas que se estudian y las técnicas que se construyen y
utilizan para abordarlos. El segundo nivel recoge la parte descriptiva,
organizadora y justificadora de la actividad, que llamamos logos o,
simplemente, saber. Incluye las descripciones y explicaciones que se
elaboran para hacer inteligibles las técnicas, esto es, el discurso tecno-
légico (la «razén», logos, de la técnica y, en Gltima instancia, el funda-
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mento de la produccion de nuevas técnicas) y la teoria que da sentido a
los problemas planteados, permite interpretar las técnicas y fundamentar
las descripciones y demostraciones tecnoldgicas.

En la TAD, la actividad de construccidn y reconstruccion institucional
de praxeologias matematicas, que constituye la dindmica del modelo
epistemoldgico propuesto, es una actividad humana y como tal también
puede describirse mediante praxeologias que, en este caso, se denominan
praxeologias didacticas. La consideracion de diversos procesos de
construccion matematica permite detectar aspectos invariantes presentes
en todos ellos; esto es, momentos didacticos que estructuran cualquier
proceso de elaboracion matematica independientemente de sus caracte-
risticas culturales, sociales, individuales o de otra indole. La nocién de
«momento didactico» se utiliza, no tanto en el sentido cronolégico como
en el sentido de dimensién de la actividad. Asi, el proceso de estudio se
sitla en un espacio determinado por seis momentos didacticos 0 momen-
tos del proceso de estudio (Bosch, Espinoza & Gascon, 2003).

A pesar de esta aparente disparidad, la teoria APOS formula siempre
la descomposicion genética de los objetos matematicos en términos de
acciones de las personas que llevan a cabo la actividad matematica v,
tanto en los textos desarrollados como en las actividades disefiadas para
la investigacion y para la ensefianza, estas acciones se explicitan en
términos de tareas matematicas especificas y de actividades que permiten
la interiorizacion de dichas acciones en procesos, su encapsulacion en
objetos 0 su tematizacion en esquemas. Las primeras dos fases del ciclo
ACE, consisten, justamente, en la promocion del trabajo colaborativo de
los estudiantes con esas actividades especificas y la discusién, tanto entre
los estudiantes cuanto con el profesor, para promover, en la medida de lo
posible, que la mayor parte de los estudiantes haga las construcciones
predichas por el modelo. Esta interpretacion muestra que, en realidad, los
modelos epistemoldgicos de las matematicas que sustentan ambas Pl no
estan tan alejados como podria parecer a primera vista.
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3. Dialogo entre APOS y TAD partiendo de los componentes
técnico y tecnoldgico

Es importante comentar, antes que nada, que la teoria APOS y la TAD
son Pl «jévenes» en pleno periodo de desarrollo y, por lo tanto, muy
incompletas. Cada una de ellas puede beneficiarse, para su propio
desarrollo, de la reinterpretacion de algunos de los «resultados» y de la
metodologia de la otra Pl tal como hemos descrito en la tercera
modalidad del didlogo entre Pl (seccion 1.3). Esta posibilidad se
acrecienta’ gracias a que ambas PI coinciden, como hemos visto, en
integrar la matematica «escolar» como parte de su objeto de estudio.

Veremos que las ideas acerca de los tipos de concepcion (accion,
proceso y objeto) desarrollados por APOS, adecuadamente reinterpre-
tadas, pueden ser de utilidad para caracterizar el grado de desarrollo de
las técnicas que se utilizan en una institucion (segun la terminologia de la
TAD), mientras que las ideas acerca de los niveles sucesivas de
desarrollo de los esquemas (intra-, inter-, trans-) que propone APOS
aportan elementos para precisar los grados de completitud de las
praxeologias en la TAD. Reciprocamente, el principio de la relatividad
institucional del saber que aparece en la TAD ligado a la teoria de la
transposicion didactica, puede ser reinterpretado para generalizar el papel
gue tiene actualmente la descomposicion genética en la teoria APOS. Por
otra parte, el ciclo ACE de ensefianza propuesto en APOS podria
describirse de una manera mas detallada utilizando una reinterpretacion
de la teoria de los momentos didacticos desarrollada por la TAD. En
todos, los casos se respeta la logica interna de cada una de las Pl
ampliando su ambito de aplicacion y en ningln caso se tiene la pretension
de incorporar directamente las nociones de una Pl en otra sin la necesaria
adecuacion.

1. Una situacién similar, y todavia en mayor grado, se da entre la TAD y la TSD, debido a
que ambas comparten muchos de sus principios basicos y forman parte del mismo
programa de investigacion.
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3.1. Desarrollo institucional de las técnicas en la TAD
reinterpretando los niveles de conceptualizacion de la APOS

En la TAD se parte de la practica matematica institucionalizada, esto es,
de las tareas y las técnicas matematicas que se llevan a cabo efectiva-
mente en una institucién, para intentar describir la actividad matematica
en su globalidad. De las praxeologias puntuales generadas por un Gnico
tipo de tareas se pasa, por agregaciones sucesivas, a las praxeologias
locales (cada una de las cuales esta caracterizada por una tecnologia) v,
progresivamente, a las regionales (centradas en una teoria) (Chevallard,
1999).

En lo que sigue, utilizaremos una reformulacion de los tipos de
concepcidn (accidn-proceso-objeto) que la teoria APOS propone, para
describir los niveles progresivos de desarrollo institucional de las técnicas
matematicas, tomando aqui la nocion de técnica matematica en el sentido
de la TAD.?

(1) Diremos que una técnica T se propone como accion (o aparece como
técnica-accion) en una institucion I, en la medida en que en | dicha
técnica aparezca:

(a) Como una sucesidn de acciones arbitrarias, esto es, acciones para las
que no se plantea, en I, ninguna necesidad de justificacion hasta el
punto que t aparece en | como justificacion de si misma simplemente
porque, supuestamente, «funcionax.

(b) Como una técnica rigida, lo que se pone de manifiesto si en | no
aparece ningun tipo de variacion de t.

(c) Como una técnica que se aplica a actividades aisladas, lo cual se
manifiesta en el hecho que t siempre se pone en préctica en | para
realizar un tipo muy concreto, preestablecido y aislado de tareas y
nunca se mezcla ni compone con otras técnicas para constituir técnicas
més complejas.

2. La TAD distingue entre desarrollo institucional de una técnica, que se manifiesta en la
manera como es posible poner en practica dicha técnica en la institucion en cuestion, y el
desarrollo personal de dicha técnica, que siempre tiene que referirse y evaluarse en
relacion al correspondiente desarrollo institucional.
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(2) Diremos que una técnica T se propone como proceso (0 aparece como
técnica-proceso) en una institucién I, en la medida en que en | dicha
técnica:

(a) Pueda ser descrita, interpretada y justificada mediante un discurso
tecnoldgico-tedrico que esté disponible en | y cuya incidencia sobre el
funcionamiento efectivo de t en la practica matematica sea (al menos
potencialmente) relevante.

(b) Sea flexible, lo que se manifiesta en que, en I, existan variaciones de t
que se obtienen modificando (y, en particular, simplificando) el
repertorio de gestos que forman parte de t (o su orden de realizacion).
Estas variaciones pueden tener por objetivo economizar su puesta en
préctica para llevar a cabo determinadas tareas o aumentar su ambito
de validez, entre otros. Un rasgo importante de flexibilidad es la
existencia en | de la técnica inversa de t para abordar la tarea inversa
(Bosch, Fonseca y Gascén, 2004).

(c) Se articule o coordine con otras técnicas para formar técnicas mas
complejas que, normalmente, permiten llevar a cabo en | otros tipos
de tareas méas generales que los que podian llevarse a cabo con .

(3) Diremos que una técnica t se propone como objeto (0 aparece como
técnica-objeto) en una institucion I, en la medida en que en | dicha
técnica se tome efectivamente como objeto de estudio en si misma. Esto
significa que en | aparecen explicitamente tareas matematicas (y técnicas
matematicas para abordar dichas tareas y un discurso tecnoldgico-tedrico
asociado a dicha practica) para responder a cuestiones relativas a t
(dichas cuestiones se denominan tecnoldgicas respecto de t). Asi, deben
aparecer en | tareas matematicas cuya realizacion permita responder a
cuestiones relativas al dominio de validez y a la economia de t, a la
relacion entre t y otras técnicas, a la interpretacion de los resultados que
se obtienen al poner en practica t, a la justificacion del porqué t
proporciona los resultados que proporciona, etc. (Bosch, Fonseca &
Gascon, 2004).

De la anterior reinterpretacion de la caracterizacion que hace la teoria
APOS de los diferentes tipos de concepciones en términos de los niveles
de desarrollo de las técnicas institucionales, en el sentido de la TAD, se
deduce que estos, mas que constituir niveles claramente diferenciados y
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definidos de desarrollo institucional de las técnicas, forman parte de un
continuo que describe el proceso de desarrollo institucional de las
técnicas porque las caracteristicas (a), (b) y (c) no son absolutas, sino una
cuestion de grado.

Todos los niveles intermedios (entre la técnica-accién y la técnica-
objeto) de desarrollo institucional de una técnica representaran tipos de
técnicas-proceso mas o menos proximos a uno u otro extremo. Es légico
pensar, desde este punto de vista, que dicho continuo se manifestara
igualmente en las précticas matematicas llevadas a cabo por los sujetos de
la institucién. Por lo tanto, si una técnica t, en una institucion I, aparece
como técnica-objeto, entonces en la practica matematica de los sujetos
de I, t también puede utilizarse como técnica-proceso y hasta como
técnica-accion. Por el contrario, si el desarrollo institucional de una
técnica T no sobrepasa el nivel de técnica-accion, entonces los sujetos de
| estaran fuertemente condicionados a utilizar t casi exclusivamente como
técnica-accion (Bosch, Fonseca & Gascon, 2004).

3.2. La evolucidn de los esquemas, los niveles intra-inter-trans y el
desarrollo de las praxeologias

Reformulando otro de los resultados basicos de APOS, podriamos
considerar que los esquemas personales (o, mejor, los esquemas del
alumno genérico) se ponen de manifiesto mediante la practica matematica
(institucionalizada) que lleva a cabo el sujeto en cuestion y que dicha
practica, como todas, puede describirse desde el punto de vista de la TAD
mediante una praxeologia que, en este caso, denominaremos «praxeo-
logia del sujeto genérico» (de la institucion de referencia). Asi, mientras
que desde el punto de vista de la teoria APOS la evolucion de los
esquemas muestra el desarrollo personal de los conceptos matematicos,
desde la perspectiva de la TAD se considera que el desarrollo de las
praxeologias del sujeto genérico de una institucién (que modelizan las
practicas matematicas que emergen de los esquemas) estd fuertemente
determinado por las praxeologias institucionales. Asi, mientras que ante
una practica matematica concreta de un estudiante, la teoria APOS intenta
vislumbrar cudl es la estructura y las caracteristicas del esquema que
puede entreverse a través de dicha practica, la TAD intenta describir la
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actividad matematica desarrollada por el estudiante en términos
praxeoldgicos y en referencia a las praxeologias institucionales. No hay,
en principio, ninguna contradiccion aparente entre ambas ambiciones.
Con esta interpretacion de la practica matematica que emerge de un
esquema como una practica describible mediante una praxeologia (o
mediante componentes praxeoldgicos mas o menos coherentes entre si),
podemos reformular los diferentes niveles de desarrollo de los esquemas
(APOS) a fin de proponer una evolucion institucional de las praxeologias
(TAD) que permita desarrollar la I6gica interna de la TAD sin violentarla.
Para ello utilizaremos las caracterizaciones que hace APOS de los niveles
de desarrollo de los esquemas para identificar las transformaciones que
sufren las praxeologias que describen la practica matematica emergente
de un esquema, cuando este recorre los sucesivos niveles de desarrollo.
La teoria APOS define los mecanismos de evolucion de un esquema
mediante los tres niveles siguientes (Dubinsky & McDonald, 2001):

Intra-: Caracterizado por el foco en un objeto y sus relaciones internas de
manera aislada, esto es, independiente de otros objetos cognitivos de la
misma naturaleza.

Inter-: Caracterizado por la construccion de relaciones y transformaciones
entre esas entidades cognitivas. En este nivel el individuo agrupa items e
incluso los llama con el mismo nombre.

Trans-: El individuo construye una estructura subyacente de manera
implicita o explicita para comprender las relaciones construidas en el
nivel inter-. Dicha estructura da coherencia al esquema mediante la
posibilidad de decidir qué pertenece al ambito del esquema y qué no.

Desde el punto de vista de la TAD se podrian relacionar estos niveles con
la dinamica de construccién y desarrollo de las praxeologias, destacando
especialmente el papel que juegan las técnicas y las tecnologias en esta
dinamica. Este estudio se podria llevar a cabo en términos de los
sucesivos niveles de amplitud de las praxeologias (paso de puntual a
local, de local a regional, etc.) y sus grados de completitud (Bosch,
Fonseca & Gascon, 2004). El objetivo seria intentar describir el tipo de
dinamica praxeoldgica que interviene en los niveles de desarrollo de los
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esquemas en una institucion dada. En concreto, proponemos las
siguientes relaciones:

- Los esquemas que se asocian al nivel intra- permiten llevar a cabo una
actividad matematica describible mediante una coleccion de praxeo-
logias aisladas (que, en un caso limite, pueden reducirse a una Unica
praxeologia) e incluso al componente practico de estas praxeologias.
Estas praxeologias aisladas suelen estar generadas por técnicas que
aparecen como técnicas-accién en la institucion en cuestién y, en un caso
limite, se reducen al bloque practico de una praxeologia puntual.

- Los esquemas que se asocian al nivel inter- requieren que se disponga de
elementos tecnoldgicos que corresponden a una coleccion de praxeo-
logias al menos locales y relativamente completas. En un caso limite, la
practica matematica emergente podria describirse mediante una Unica
praxeologia matematica local. Entre las técnicas que se ponen en juego en
la practica matematica asociada al nivel inter-, algunas deben aparecer en
la institucion en cuestién al menos como técnicas-proceso.

- Y, por ultimo, los esquemas que se asocian al nivel trans- en una
institucién determinada requieren de un segundo orden de interpretacion y
justificacién que, en la dindmica praxeoldgica, se situaria en el nivel de la
teoria. La explicitacion o utilizacion de elementos teéricos permitiria
Ilevar a cabo una préctica matematica que podria describirse mediante una
coleccion de praxeologias intimamente relacionadas entre si que pueden
dar origen a una 0 mas praxeologias regionales. Entre las técnicas que se
ponen en juego en la practica matematica asociada al nivel trans-, algunas
deben aparecer en la institucién como técnicas-objeto.

Esta reinterpretacion de la evolucién de los esquemas aplicada al
desarrollo de las praxeologias, muestra que no es posible separar de
manera claramente diferenciada las praxeologias puntuales de las locales,
ni distinguir nitidamente las praxeologias locales de las regionales. En
consecuencia, tampoco es facil precisar con exactitud el grado de
completitud de las praxeologias. Ademas de la relatividad institucional de
estas nociones, resulta que las caracteristicas definitorias de los niveles de
amplitud y de los grados de completitud de una praxeologia no son
absolutas, sino una cuestion de grado (Bosch, Fonseca & Gascon, 2004).
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Algo similar sucede con la caracterizacién de los niveles intra-, inter-
trans-: tampoco estos niveles son absolutos ni pueden delimitarse con
precision. Ademas, al considerarse distintos &mbitos matematicos, lo que
en uno corresponde al nivel trans- puede situarse en el nivel intra- del
otro (Baker, Cooley & Trigueros, 2000; Trigueros, 2005; Cooley,
Trigueros & Baker, 2007).

3.3. La relatividad institucional de la TAD y la descomposicion
genética de APOS

Una gran parte de la investigacion en el &mbito de la teoria APOS se ha
centrado en la modelizacion y analisis de la forma como los alumnos
construyen conocimiento matematico, como paso previo para el disefio de
actividades de ensefianza que constituye la base experimental de los
esquemas propuestos en la descomposicion genética. Hasta hoy, muchas
investigaciones han abordado este gran tipo de problemas con alumnos de
nivel universitario. Podria considerarse que, tal vez, a diferencia de la
ensefianza primaria y secundaria, el modelo de ensefianza universitaria es
mucho mas uniforme en las distintas instituciones, aunque también aqui
existen diferencias institucionales que pueden influir en la forma de
organizar la ensefianza y el aprendizaje. Creemos que si se tomara en
consideracion la dimension institucional, mediante un andlisis a través de
nociones adaptadas de la TAD, se podria desarrollar el modelo de
ensefianza formulado a partir de la descomposicion genética.

Si se considera, como se ha hecho ya en algunos estudios, que la
forma en la que los alumnos aprenden matematicas en niveles distintos al
universitario y la construccion de conceptos matematicos elementales por
parte de los futuros profesores puede modelarse, aunque sea parcial-
mente, utilizando las nociones de la teoria APOS (Arnon, 2001; Brown
etal., 2001; Zazkis & Campbell, 1996; Zazkis & Gunn, 1997), la
necesidad de tomar en cuenta el papel de la institucion en el disefio de la
descomposicién genética seria més evidente, dado que la incidencia
institucional es mucho mas variada en los niveles escolares distintos a la
universidad. En APQOS se considera que la descomposicién genética no es
Unica, como se ha mencionado anteriormente: distintos investigadores
podrian disefiar descomposiciones genéticas diferentes de un mismo
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concepto 0 dominio matematico, tomando como punto de partida su
experiencia sobre las construcciones que son necesarias en el aprendizaje
de un concepto 0 un ambito de las matematicas. Se podria entonces
considerar el disefio de una descomposicion genética de un concepto
relativa al alumno de una institucion dada.

Supongamos, por ejemplo, que se desea estudiar la forma en que el
alumno genérico construye el concepto de derivada. Esta claro que lo que
se desea que aprenda un alumno genérico de una universidad respecto a
este concepto es diferente a lo que se desea que aprenda un estudiante de
nivel medio. En estos términos, es posible afirmar que el concepto de
derivada en el ambito escolar no es un concepto absoluto, en el sentido de
lo que se desea ensefiar y de lo que se pretende que los alumnos
aprendan. El modelo de ensefianza basado en la teoria APOS requeriria
de la elaboracion de una descomposicion genética distinta en un caso y en
otro. Méas aln, aunque la descomposicion genética a utilizar fuera la
misma, muy posiblemente se consideraria importante brindar al estu-
diante universitario oportunidades de hacer todas las construcciones
incluidas en ella, mientras que en el caso de los alumnos de nivel medio
se haria énfasis en actividades que les ayudarian a construir Unicamente
una parte de ellas; en ese sentido se puede considerar que el modelo de
construccion del conocimiento depende de la institucion considerada.

La relatividad institucional de la descomposicion genética se pone de
manifiesto con mayor claridad cuando se utiliza en el disefio de las
actividades a desarrollar en clase relacionadas con las construcciones
propuestas en el modelo. En el ejemplo considerado, las actividades para
los estudiantes del bachillerato no hardn ninguna referencia a las
ecuaciones diferenciales; sin embargo, en una descomposicion genética
del concepto de derivada para un curso universitario de biologia las
construcciones asociadas a ellas apareceran inevitablemente y de manera
relevante. Al tomar en consideracién la relatividad institucional de la
descomposicidn genética de un concepto, la teoria APOS ampliaria su
probleméatica sin contradecir ninguno de sus fundamentos.

En resumen, creemos que, por una parte, el uso sistematico de la
nocion de «alumno genérico» en la teoria APOS permitiria estudiar la
descomposicidn genética de un concepto relativa al alumno genérico de
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una institucion. Por otra parte, aunque APOS habla de «concepto
matematico», 1o que en realidad se propone son «practicas matematicas
en torno a un concepto derivadas de la descomposicion genética». Y estas
practicas tienen estructura praxeoldgica en términos de la TAD. El
analisis de dicha estructura podria completar también el andlisis que se
hace desde la teoria APOS en las investigaciones sobre el aprendizaje de
los alumnos. Si en lugar de hablar de «descomposicion genética de un
concepto» se considerara la descomposicion genética de un «ambito de la
actividad matematica» (cosa que, de hecho, parece implicita en la primera
expresion), entonces tendriamos, de nuevo, una ampliacién del actual
punto de vista de la teoria APOS que la aproximaria a la TAD.

3.4. Relacion entre el ciclo ACE y los momentos del estudio

La descripcion de las organizaciones didacticas en términos de las
dimensiones o momentos del estudio que propone la TAD puede
utilizarse también para analizar las actividades didacticas que se disefian
para el ciclo ACE y detectar si existe algun tipo de proceso didactico
privilegiado por el uso de la teoria APOS en el disefio de materiales de
ensefianza, asi como sugerir nuevas propuestas congruentes con la
descomposicién genética asociada.

Las actividades que se disefian con la descomposicion genética tienen
como propésito brindar a los alumnos oportunidades de operar y reflexio-
nar de manera que elaboren las construcciones que el modelo predice
como necesarias para el aprendizaje del ambito de las matematicas en
estudio. Los momentos del estudio permiten revisar dichas actividades,
no ya en términos de su relacion con la descomposicion genética, sino en
relacion al papel que juegan dentro de la estructura de los procesos de
estudio. Se podra asi buscar, en su disefio, tanto el desarrollo de las
construcciones mentales que busca la teoria APOS como el equilibrio del
proceso de estudio que promueve la TAD.

Entre las actividades disefiadas para llevar a cabo el ciclo ACE, se
pueden distinguir algunas cuyo propdsito consiste en promover que los
estudiantes lleven a cabo las primeras acciones sobre objetos matematicos
conocidos, para iniciar el proceso de construccion de los nuevos objetos.
También se encuentran actividades en las que se intenta brindar oportuni-
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dades a los alumnos de establecer relaciones nuevas entre objetos que, a
los ojos del estudiante, no estaban relacionados. Estos dos tipos de activi-
dades pueden considerarse como las primeras tareas que los estudiantes
enfrentan en relacion a los objetos matematicos o esquemas que se desea
construir. De la misma manera que en la TAD, su principal funcion puede
entenderse como hacer «existir» la posibilidad de obtener nuevos resulta-
dos a partir de objetos conocidos, o de presentar esos nuevos objetos a los
ojos de los alumnos. Para enfrentar estas tareas, que podrian considerarse
dentro del momento del primer encuentro del ciclo ACE, los estudiantes
trabajan en grupo y, en muchas ocasiones, con el apoyo de herramientas
informaticas que permiten concretar de alguna manera los objetos abs-
tractos con los que se trabaja en las matematicas universitarias.

El momento exploratorio del ciclo ACE se puede pensar como aquel
en el que los estudiantes realizan acciones sobre objetos matematicos
conocidos, reflexionan sobre estas acciones y pueden interiorizarlas en
procesos. Podria pensarse que este momento se encuentra concentrado en
la fase de actividades del ciclo de ensefianza de APOS, pero esto no es
asi. En la segunda fase del ciclo, la de discusion en clase, se reconsideran
las actividades y se lleva a cabo una reflexion colectiva sobre las acciones
realizadas y los resultados obtenido con el fin de apoyar la interiorizacién
de las acciones en procesos. Lo mismo puede decirse de la finalidad de
algunas actividades de la fase de ejercicios del ciclo ACE; en ella, el
alumno se enfrenta a problemas no necesariamente disefiados a partir de
la descomposicion genética, con el fin de estimular la reflexion indivi-
dual. Algunas de estas actividades se pueden relacionar con el desarrollo
de lo que en la TAD se consideran técnicas, situandose asi en el momento
del trabajo de la técnica. Otras, en cambio, estarian relacionadas con la
construccion de propiedades que permiten formular definiciones de los
objetos matematicos o relacionar distintos objetos en términos de sus
propiedades. En este caso las actividades podrian considerarse como
formando parte del momento tecnoldgico-teorico.

Entre las actividades que se disefian siguiendo el modelo previsto por
la descomposicién genética, se pueden distinguir algunas cuyo objetivo
consiste en contribuir a la interiorizacién de acciones en procesos o la
coordinacién de distintos procesos para construir nuevos procesos. Estas
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actividades podrian interpretarse como la produccion de nuevas técnicas
en el sentido de la TAD. Si bien algunos estudios en este &ambito ponen de
manifiesto que en muchas instituciones no se cuenta con dispositivos para
desarrollar esta dimensién de la actividad matematica, en el ciclo de
ensefianza de la teoria APOS, y por la importancia que se da a la
interiorizaciéon y a la coordinacion de los procesos, este momento emerge
con fuerza y es sumamente importante.

Con el momento tecnoldgico tedrico se pueden identificar aquellas
actividades en las que los procesos estan relacionados con la interioriza-
cion de acciones que se orientan a la construccion de propiedades de
objetos matematicos, o0 con los procesos que permiten establecer
relaciones entre distintos objetos para construir nuevos objetos 0 nuevos
esquemas. También se pueden incluir aquellas actividades que promue-
ven la encapsulacion de procesos en objetos o la evolucion de los
esquemas. Nuevamente, conviene recalcar que las actividades relacio-
nadas con los distintos momentos del estudio se presentan por primera
vez en la fase de actividades del ciclo de ensefianza ACE, pero vuelven a
aparecer en las otras fases para brindar a los estudiantes mayor
oportunidad de reflexion.

Aquellas actividades que tienen como meta precisar las definiciones y
los teoremas relacionados con los objetos construidos y trabajados en los
distintos tipos de actividades, pueden relacionarse con el momento de
institucionalizacion de la TAD. Es importante notar que este momento
juega un papel muy importante en la fase de discusién en clase del ciclo
ACE. Dicha discusién, como se mencion6 anteriormente, se lleva a cabo
entre el maestro y los alumnos en el salén de clase y uno de sus objetivos
principales es, justamente, la institucionalizacion de los procesos y
objetos construidos por los alumnos a través de la reflexién sobre su
actividad matematica.

El momento de la evaluacion del proceso didactico corresponde a la
dimensidon del proceso de estudio que pone énfasis en los resultados del
mismo y que permiten contrastar el aprendizaje de los estudiantes. En la
aplicacion de la teoria APOS este balance se lleva a cabo, por una parte, a
través de la revision de su trabajo en las diversas actividades y, por otra, a
través de pruebas. En la ensefianza basada en la teoria APOS se incluyen
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pruebas tanto individuales como colectivas en las que los estudiantes
trabajan en grupo. En el marco de la teoria APOS, la evaluacién juega
ademas un importante papel como herramienta para valorar la validez de
la descomposicién genética, es decir, para verificar si las construcciones
predichas en el modelo disefiado producen efectivamente las construc-
ciones deseadas. En caso de que la descomposicién genética no resulte
efectiva, los resultados obtenidos de la evaluacion dan pistas que
permiten refinar el modelo para una aplicacion posterior.

Hasta ahora la teoria APOS ha centrado la atencion en la relacion
dialéctica, personal o colectiva, de los sujetos con el objeto de
conocimiento. Esta relacion se ha descrito en términos de la actividad
cognitiva de los individuos asi como en términos de los cambios que
dicha actividad cognitiva experimenta conforme se sigue el ciclo de
ensefianza. No se cuenta con estudios en los que se analice la forma en
que la actividad propuesta se lleva a cabo en instituciones especificas.
Las herramientas de la TAD pueden permitir, ademas de la descripcién y
balance de las actividades propuestas en términos de los momentos del
estudio, la valoracion de la viabilidad de la descomposicion genética en
distintas instituciones, asi como la comparacién de las construcciones que
dicha actividad permite en cada una de ellas. De esta manera, se podria
tomar en consideracion la relatividad institucional de los conocimientos
matematicos, lo que constituiria una ampliacion del tipo de problemas
gue la teoria APOS puede abordar sin violentar su estructura interna.

4. El didlogo entre APOS y TAD: recapitulacion y cuestiones
pendientes

Hasta aqui hemos descrito dos modalidades de didlogo entre APOS y
TAD que parten, respectivamente del componente teérico y de los
componentes técnico y tecnoldgico de ambas praxeologias de investi-
gacion. Queda pendiente, para futuras investigaciones, retomar un trabajo
que, partiendo de un problema de investigacion didactica construido por
una de las PI, sea posible reformularlo con las herramientas teoricas y
metodoldgicas que proporciona la otra Pl ampliando asi y profundizando
la practica cientifica de ambas.
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Esta modalidad de didlogo presenta un grado de complejidad
importante debido, precisamente, a la inseparabilidad de los distintos
componentes de las praxeologias. En efecto, y como muestran
M. Artigue, M. Bosch y J. Gascon en este mismo volumen, los tipos de
problemas que formula una Pl no se pueden desligar de su componente
tecnoldgico que constituye el nivel privilegiado de la formulacion de los
fendmenos. En consecuencia, y en coherencia con uno de nuestros
postulados epistemoldgicos, la modalidad de dialogo que parte de los
tipos de problemas que se abordan involucrara de manera radical al resto
de los componentes de ambas PlI.

En las otras modalidades de dialogos que hemos desarrollado
anteriormente, se han puesto de manifiesto los mecanismos que aportan
puntos de «impulso» para cada una de las praxeologias de investigacion.
Es de esperar que en la tercera modalidad, que todavia no hemos iniciado,
también aparezcan, al lado de las dificultades esperadas, nuevas
funcionalidades de los puntos de encuentro que ya hemos identificado.
Asi, por ejemplo, el hacer explicita la dimension institucional —siempre
presente en los problemas que aborda la TAD— en los analisis que
realiza la teoria APQOS, puede ayudar a aproximar la problematica de esta
a la problematica de la TAD. Y, reciprocamente, en la medida en que la
TAD incluya en su dmbito de interés la interpretacion de la dinamica
praxeoldgica sugerida por los mecanismos de evolucion de un esquema
(mediante los tres niveles intra-, inter-, trans-), tendremos un acerca-
miento de la TAD a las cuestiones problematicas que plantea la teoria
APOS. En otras palabras, las aportaciones de las dos primeras
modalidades de didlogo constituyen herramientas esenciales para que
cada una de las PI pueda formular algunos de sus problemas en términos
mas compatibles con la otra, lo que no hace mas que corroborar, de
nuevo, la unidad indisoluble de los componentes de una praxeologia de
investigacion.

Digamos, para acabar, que lo que se ha podido considerar habitual-
mente como enfoques inconmensurables cuando solo se ha tomado en
consideracion el componente tedrico de las praxeologias de investigacion,
no aparece aqui, despues de este trabajo conjunto entre APOS y TAD,
como una caracteristica intrinseca de las Pl. En efecto, este trabajo pone
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de manifiesto que cuando la préctica cientifica —y las personas que la
llevan a cabo— juega un papel central en el dialogo, en coherencia con el
papel igualmente nuclear que juega dicha préctica en el desarrollo de las
praxeologias de investigacion, enfoques aparentemente muy alejados
pueden dialogar con resultados muy fecundos, sin tener que renunciar a
sus respectivas asunciones basicas, ampliando su problematica y ambito
de aplicacion y desarrollando, sin violentarla, su propia Idgica interna.
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Résumé. Le créateur de la théorie anthropologique du didactique, Yves
Chevallard, a recu récemment la médaille Hans Freudenthal attribuée en
reconnaissance d’un « major cumulative program of research ». L objet de cet
article est de donner une vision globale de ce programme théorique en en
soulignant les aspects tout particulierement pertinents pour la recherche en
éducation mathématique.

Resumen. EI fundador de la teoria antropoldgica de la didactico, Yves
Chevallard, ha recibido recientemente la medalla Hans Freudenthal, otorgada
como reconocimiento de un «major cumulative program of research». El
objetivo de este articulo es ofrecer una presentacion de este programa teérico,
subrayando sus aspectos méas relevantes para la investigacion en educacion
matematica.

Abstract. The founder of the anthropological theory of the didactic, Yves
Chevallard, was recently awarded the Hans Freudenthal medal, given in
recognition of a “major cumulative program of research”. The aim of this paper
is to present an outline of this theoretical program, and to highlight some of the
features which we believe to be of particular relevance to research on
mathematics education.
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1. Introduction

“Men die, systems last.” As Hans Freudenthal completed his Didactical
phenomenology of mathematical structures (1983), he left these words as
an epigraph to his preface. He does so with a certain ironic distance, as he
qualifies this capital book as “the most chaotic” of all his works. In the
book, Freudenthal develops his basic idea: that “mathematical concepts,
structures, ideas, have been invented as tools to organise the phenomena
of the physical, social and mental world” (p. ix). He develops this thesis,
not as a theoretical construction with sparse examples to “illustrate it”,
but through detailed and rich studies of concrete and fundamental
mathematical themes—some of which may, indeed, appear also a bit
“chaotic”. The “system”—in the sense of a kind of superstructure to
explain the meaning and method of these studies—appears mainly in the
preface, where the didactic motivation of the subsequent chapters is
explained: “to show to the teacher the places where the learner might step
into the learning processes of mankind” (p. ixX), and more widely to
enable the learner to see the importance and reality of mathematical tools.
According to Freudenthal, this may sometimes require a considerable
work of excavation, because of the economy of “inversion and
conversion”, which over time causes practical mathematics to be turned
into more condensed, abstract forms.

In view of these preliminaries, it seems particularly fitting that Yves
Chevallard has become the most recent recipient of the prize that bears
Freudenthal’s name (see Artigue, 2010). Indeed Chevallard (2006) wrote:

Almost everything out there, as well as everything in our minds, is
socially contrived. A straight line is a concept, not a reality outside us. It
is something created in order to make sense of the outside world and to
allow us to think and act more in tune with that reality.

Chevallard shares Freudenthal’s basic contention that mathematical
theories and structures arise from the needs of humans—no matter how
remote they may seem from any reality, as they appear after several deca-
des of what Freudenthal (1983) calls “inversion and conversion”. It is
eye-catching that the early eighties saw both the last works of
Freudenthal and some of the first, and most influential, of Chevallard
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(1991) on didactic transposition, even if the latter was not read with great
enthusiasm by Freudenthal (1986). As far as | can see from the comment,
this is due (at least in part) to misunderstandings on the meaning and aims
of the theory of didactic transposition, which could in turn be ascribed to
the somewhat eclectic and exclusively French perspective that dominates
Chevallard’s presentation. In fact, Freudenthal’s distancing comments
were noted with regret in the postface to the second edition of
Chevallard’s book (1991). However, despite this episode, apparently
rooted in mistaken rhetoric and bibliographical quarrels at the time, it
appears that Chevallard’s anthropological theory, as it stands today, is
fully consistent with the basic tenets of Freudenthal’s programme: to
view and to teach mathematics as (primarily) a set of tools to solve real
human challenges, rather than as a kind of fine art or independent reality,
whose utility and origins have long been forgotten. What Chevallard’s
theory adds is also what makes it potentially useful to Nordic researchers,
who since long have accepted and adopted the lessons of Freudenthal and
his successors in the realistic mathematics movement. It is those additions
that we will try to outline in this paper: the anthropological theory offers
very precise tools to analyse mathematical practices in the classroom as
rooted in wider mathematical and institutional contexts in which and by
which they continue to exist. Indeed, it is these “systems” that last, but
they do not do so in a “petrified” or automatic way: they do so through
the practice of humans. It is a helpful metaphor to compare institutions
with trees; young ones change rapidly and are easy to get rid of, while old
ones may last for a long time with relatively little exterior change—while
in fact the material substance of the trees is continuously renewed, at the
rate of a few years. In the same way, old institutions like school math-
ematics can have a high degree of stability, even as the people involved
in them change. The institutional approach to study mathematics educa-
tion—which is intimately connected with other epistemological theories
in didactics, and in particular to the theory of didactic situations
(Brousseau, 1997)—is therefore not so much concerned with “voices” of
the persons (cf. the countless “qualitative studies” from “classroom
research”) but focuses on the life of institutions and the way in which

119



Carl Winslgw

they function as (again, metaphorically) ecologies for practice and
knowledge.

2. On theories and models

Before delving into the details of the theory, and some uses which have
been made of it more recently, let us pause for a moment to ask an
inevitable question: what is meant by “theory” here, and what does it
mean to “use” a theory? In a way, the term “use” already represents an
apparent denial of what we stated, for mathematics, a little while ago:
theories unify and develop knowledge and principles which arise,
fundamentally, from “uses”, that is, practice to solve more elementary
tasks or problems. Didactic theories are no different from mathematical
ones in this respect, and the sense of “reality” they confer must not be
reversed so as to make the theories a kind of limits to practice, or worse,
monuments of earlier, forgotten practice which we perpetuate through
meaningless, and still more hollow, rituals of practice. Didactic and
mathematical theories develop and exist to assist us in framing and
supporting practices arising from questions about the world. More
specifically, they should help us to identify and build models of some part
of the world, be it social, physical or mental. In this sense, they are more
like what Lakatos (1980, p. 48) called scientific research programmes:
they should continue to exist, and whenever necessary be developed and
changed, according to our needs to both study and develop models of
those realities in a systematic and unified way.

The social parts of reality—to which mathematics, and its teaching,
belong on numerous accounts—are not the easiest ones to model because
we are, in a sense, stockholders ourselves. Didactic phenomena which, to
the extent they concern mathematics, include also mathematical
phenomena, belong to the realm of anthropology (Chevallard, 1985,
p. 206): the study of human practice, as it unfolds in communities or
more precisely, in institutions. The need to construct our models
carefully, and in particular with appropriate distance to what we may
perceive as “necessities” (if not “natural laws”) for these practices, is
clear. In particular, our theory must enable us to model the institutional
conditions under which mathematics and the teaching of mathematics are
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constructed, and articulate—from a distance—the way they operate and
interact. The institutional positions of the mathematician (whether he is of
Freudenthal’s humanistic ilk or not), of the school and of the community
of teachers will all be important. Neither of them could be considered
“neutral” with respect to the other ones. While no model will be entirely
free of institutionally rooted preconceptions, the first step in a scientific
study of any part of reality is to be explicit about the models adopted, and
their theoretical basis. To study didactic phenomena, this forces us to be
explicit on how we will go about modelling the institutional realms
involved—including those to which society entrust the development and
warranty of mathematical knowledge and practice, and those in which
such knowledge and practice is taught and learnt by new generations.
This leads us back to the early works of Chevallard, and more precisely
to the idea of didactic transposition.

3. Didactic transposition

The origins of the notion of didactic transposition remain disputed (while
its first development in France is often ascribed to Verret, 1975). It
suffices here to note that it became central to the concerns of the
anthropological theory from its beginnings in the early eighties because
of the need to model the widening gap between “academic” mathematics
and school mathematics, and the more or less manifest failure of attempts
to fill it by an anachronistic reconstruction of the latter on the bases of the
former (Chevallard, 1991, p. 169).

Institutions School

outside school Extemal (curriculum, Intemal Classrooms
(e.g. university didactic pedagogy etc.) didactic (t eack}mg
mathematics) franspos. franspos. situations)

Figure 1. Didactic transposition: the adaptation of knowledge to the classroom
from sources outside of the school

Through his study of the historic developments of the notion of distance

in 20" century mathematics, and the attempts to accommodate it in
various domains of school mathematics, Chevallard exhibits the two
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basic steps of the didactic transposition, which have since become known
as external and internal didactic transposition (figure 1). These two are
distinct because they operate, respectively outside the school (in what
Chevallard terms ironically the noosphere, the “thinking circle” around
the school), and inside it (e.g., as teachers struggle to adopt and adapt a
new curriculum in actual teaching). The study, offered in Chevallard’s
book, of a part of the didactic transpositions involved in the history of
“modern mathematics” in school reforms of the late 1960°s, clearly offers
a French perspective. But the mechanisms of didactic transposition
exhibited are relevant even in contexts where what Chevallard calls
mathématiques savantes (“scholarly mathematics™) is less dominant as a
source and measure of the practices and theories to be taught. Indeed, the
theory of didactic transposition, founded by these works, has been
employed in a wide range of other disciplines and countries (Bosch and
Gascon, 2006).

The main point of didactic transposition theory is to examine how
disciplined knowledge, such as mathematics, depends on institutional
settings. “Mathematics” as a discipline is no exception—being in fact
more a family of related disciplines, bearing the same name. For instance,
“mathematics” in Finish elementary school is bound to a number of
current assumptions, conditions, regulations, norms and customs which
makes it recognisable to those who “exercise” it (mainly teachers and
students). The same could be said about “mathematics” in the
international research environment (which is a relatively homogeneous
institution, at least within the range of research universities in wealthy
countries). In each of these and similar institutions, the discipline
develops and transforms over time, as the institutional conditions change.
Notions, techniques and even theories could arise and develop in one
institution but remain unknown or at least irrelevant in the other one.
Indeed, school mathematics (here in the plural, as they differ between
countries) are far from being a subset of university mathematics and what
is needed to study it. Over time, and within local institutional constraints,
the different bodies of school mathematics have developed their own
coherence, meaningfulness, norms and so on. It is not a coincidence that

3

the theory of didactic transposition was developed as the “new
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mathematics” failed—in fact, in the cases studied by Chevallard, and
mentioned above, the theory helps to explain not only the failure but also
the defect assumptions on which the whole programme was built:
namely, that differences between school mathematics and “academic
mathematics” are defects, due to ignorance of teachers and planners,
rather than effects of old and deep-seated institutional conditions and
constraints.

4. Mathematic and didactic organisations

Didactic transposition is sometimes referred to as “the travel of
knowledge from source(s) to students”. The title of Chevallard’s book
(1991) could, indeed, give the superficial and erroneous impression that it
is all about scientific knowledge being “transported and served” to
students. While this mistake is indeed very far from the explicit meaning
found in the book, it could nevertheless explain some of the reservations
the theory was first met with, including those of Freudenthal. The whole
point of didactic transposition theory is to exhibit and analyse the
profound changes which knowledge and practice undergoes as it is
“transposed” from one institution to another, or, within school, from the
“official” curriculum to the “implemented” curriculum. For this purpose,
the notion of epistemological reference model has become central to the
theory: we must explicitly state a model of the knowledge and practice
(e.g., related to notions of distance) of which we study the transposition.
Our descriptions will only be “objective” in the sense that they describe
the various steps of the transposition relatively to this model.

To build such models in ways that will bring forth relevant results, an
anthropological study of practice and knowledge, and of its teaching,
needs to go further than to model the most explicit and general forms of
what is meant to be taught, what is actually taught, and what is,
eventually, learnt. It is for this purpose, but also to substantiate the
anthropological grounds of the theory, that Chevallard (1992) has
developed another notion whose name had already been used by others
(e.g., von Mises, 1949): that of praxeology. At first, the use of the word
itself helps us to save breath, since it contains, etymologically, what we
have until now termed practice and knowledge (the latter in the sense of
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logos, implying that common knowledge is shared through words or
discourse). All uses of the word seem to imply this amalgamation of
practice and discourse, or between “know how” and “know that”. But
Chevallard uses the word to design a more refined entity. A praxeology
means, in the anthropological theory, a four-tuple (T, 1, 6, ®) consisting
of: a type of task T, a technique t, a technology 6 and a theory ®. We now
carefully explain the meaning, within the theory, of each of these terms—
I beg the reader not to shun the abstract sections that follow, as they are
indispensable to the whole theory and therefore to the aims of this paper.

Every human action is understood as motivated by something (a task)
which this action is carried out to achieve; in other words, every human
action is considered intentional or motivated (or at least, we only study
activity which can be thus considered). What we actually do to carry out
the task is what is called a technique. The fact that tasks arise in “types”
amounts to nothing else than the common and crucial human experience
of being able to use the same technique for a whole collection of
“similar” tasks; conversely, the technique is recognised and defined by
the type of tasks to which it applies. The couple (T, 1) is called a practice
block, which is the most basic way in which we can describe a systematic
practice. Mathematics, of any kind, exhibits a rich diversity of practice
blocks, and identifying them is a sine qua non for making sense of its
most basic methods. More generally, the most elementary form of
learning—in any context whatsoever—can be described as the perception
of tasks related by a common technique.

One of the characteristics of human practice and learning, not least in
school contexts, is that techniques are often subject to explanations, to
arguments and other forms of discourse, which is what is termed
technology. For instance, the solution of algebraic equations is
accompanied by explanations involving terms like “unknown”,
“determinant”, etc. Finally, the technology may itself be explained and
justified, and this “superdiscourse” about the technology is what is called
theory. Some form of algebraic theory would be present or at least be
relevant in many contexts where equation solving is practiced. The
couple (6, ®) of technology and theory is called the theory block of the
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praxeology. For reasons that will soon become apparent, the whole
quadruple (T, 7, 6, ®) may also be called a punctual organisation.

The fact that several practice blocks (for instance, for several types of
equations) may be described, justified and otherwise explained using the
same technology, means that praxeologies are often bound together in
families unified by a common technology; we call such a family of
praxeologies a local organisation. A local mathematical organisation
could, for instance, be unified by the technology related to solving
equations. The theory, on the other hand, would typically be concerned
with more than one technology (and indeed, one of the roles of theory is
to clarify and connect different technologies). The collection of
praxeologies unified by a theory is called a regional organisation, as it
normally includes and relates several local organisations. If the tasks
involved are mathematical, the organisations are naturally called
mathematical organisations.

We notice that other types of task are important to the study of
didactic phenomena, and foremost those tasks which are related to
teaching a given mathematical organisation. The praxeologies emerging
from such tasks form didactic organisations (punctual, local and regional,
in the same way as mathematical organisations). While a didactic
organisation is therefore initially defined by the mathematical organisa-
tion to be taught, it will also be subject to other conditions, and this may
in turn imply that the mathematical organisation is reshaped (as happens
in every internal didactic transposition). In other words, mathematical and
didactic organisations are, in school practice, determined together and by
each other or, as Chevallard puts it, they are co-determined.

We notice that building epistemological reference models (for
instance, of mathematical practice and knowledge) in terms of
praxeologies (and organisations) is by no means “natural” in the sense
that one way is “right” or “evident”. As in any act of modelling, models
are constructed as means to organise our description, experiments,
analysis and so on—and their “value” is measured solely in terms of their
utility in this respect.

I now outline a concrete example of how these notions are put to use
in a recent study, concerning university students’ work with sequences
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and series, and their convergence properties (Gyongyoési, Solovej &
Winslgw, in press). The context was that of an explorative study of
students’ use of a computer algebra system (Maple 13.0) in connection to
theoretical tasks on sequences and series. For the design of the study and
in particular its intervention part, we needed a precise model of the
mathematical praxeologies involved, and in particular the types of task
associated with the use of Maple (such uses are examples of instrumented
techniques). We notice that instrumented techniques—for instance
symbolic evaluation of an infinite sum—can be used as a technique for a
completely standard task of the type “determine whether a given series is
convergent or not”. The instrumented technique using the symbolic
evaluation in Maple does not work for all series but leads to a smaller
type of task, namely the cases where the technique applies. It will often
be useful to combine it with other instrumented techniques, such as
numerical evaluation of partial sums and graphical representations of the
sum function. A general challenge for students and others who apply
instrumented techniques is the relative lack of technology and theory
about the scope of techniques. In other words, the type of task to which
they correspond have “blurred” boundaries, in the sense that users do not
know enough about the software to determine these precisely. In the
paper cited above, we build up our praxeological model from “great types
of tasks” (defined in mathematical terms) and precise instrumented
techniques. These elements of the model are used both to design tasks for
students, and to analyse their work with these tasks. Other parts of the
corresponding didactic organisation are not studied in detail; as in any
scientific study, the modelling process implies choices of this nature. The
epistemological reference model is, in this case, focused on the
mathematical practice blocks, which are observed through traces in
students’ written work (which include Maple output). But it is also
important to notice the emergent needs for technology and theory which
arise from practice involving instrumented techniques.

This illustrates that the ATD based reference models do not, in
general, arise a priori but also—particularly as regards the identification
of relevant categories of technology and theory—emerge from an
inductive and detailed study of practice. In the study quoted above, there
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are only partial hypotheses regarding technologies of instrumented
techniques. They concern mainly the functions and strengths of those
techniques relatively to a given task, and they are essentially considered
relatively to (standard academic) mathematical theory. Identifying
modelling hypotheses and “open problems” may in itself be valuable
achievements, as this and similar studies show.

The general model and also the motivation for this study come from a
previous series of studies on the transitions within undergraduate
teaching of mathematical analysis (Winslgw, 2008). The analysis of tasks
which are found to be particularly problematic for students led us to
distinguish two types of transition in the context mentioned. The first
type arises from the requirement—common in university courses but very
rare at secondary level—that students mobilise theory blocks in
autonomous ways, rather than just identifying a task as being of a given
type (and hence performable using a known technique). The second type
consists in students being confronted with practice blocks which take
their objects in theory blocks of previously developed praxeologies—for
instance, when tasks concern spaces of functions, or abstractions thereof.
It is clear that the first transition is, at least to some extent, a condition
sine qua non for the second one. This distinction has also been useful in a
number of other studies of transition phenomena within undergraduate
mathematics, not only in analysis but also in linear algebra (De
Vleeschouwer, 2010; Gueudet & De Vleeschouwer, to appear).

5. Study and research courses

The anthropological theory for a long time remained mostly “descriptive”
as a research programme. This does not mean “neutral” or “disinterested”
with respect to improving practice, as the analysis of didactic
transpositions in terms of mathematical and didactic organisations may
indeed point to shortcomings and incoherence which could inspire
interventions or curricular reforms (Barbé, Bosch, Espinoza & Gascon,
2005). But two recent additions to the theory, which will be treated in this
section and the next one, have made this potential more explicit and
forceful: a design tool, called study and research courses, and a model
concerning the “higher levels of didactic co-determination”.
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When considered locally, in terms of praxeologies, one will often
notice the poverty of praxeologies developed by students themselves. In
fact, it is not uncommon—even at the upper secondary level—to observe
the following didactic technique to teach a given (punctual) mathematical
organisation. First, the type of task is introduced by the teacher, through
some examples of tasks, which are immediately executed using a
technique which is explained by the teacher in view of facilitating
students’ use of it. The explanation of course provides a technology
which is often quite instrumental, in a style like: “This is how we
recognise (from surface structure) a task of this type”, and “these are the
steps involved in carrying out the technique”. There follows a period of
seat work during which students solve a sequence of tasks similar to the
ones solved by the teacher, and more of them appear in assigned
homework. As soon as the teacher is satisfied with the rate of success of
the students in terms of carrying out the technique, the course moves on
to the next punctual organisation. If any attempts are done to relate these
punctual organisations, they take place at the level of instrumental
technology (for instance, to distinguish “similar” yet different types of
tasks); any work with theory is occasional, ritual, and limited to the
teachers’ explanations. This kind of didactic organisation may be
experienced as time-efficient, especially in contexts where examinations
and tests are mainly concerned with assessing students’ (written) mastery
of techniques applied to types of tasks. But it tends to reduce mathematics
to what Chevallard has termed, somewhat sarcastically, “visits of
monuments” (Chevallard, 2006, p. 25): praxeologies are visited briefly,
as by busy tourists who are told they are important, distinguished, etc.,
but the visitors hurry on to the next monument as soon as the photo
session is over.

Mathematical praxeologies—even punctual ones—never arise in the
“petrified” form of monuments, with tasks neatly sorted into types with
corresponding clear techniques. As any other praxeologies, they can be
seen as “answers” to “questions”, real questions or challenges which are
perceived, in some situation and time, as important. Later they may be
refined and cultivated in “pure”—or at least transparent—forms, in which
they usually appear in school mathematics. The refinement is not just
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done for the joy of mathematicians, but also for the ease of teachers. The
risk is that while refining and clarifying the answers so that they can be
easily taught and acquired, the questions are lost and with them the
meaning—or at least the significance—of the answers. And then,
contrary to the intention, the ease of teaching and acquisition may turn
out to be illusory: monuments visited one by one at a high pace may soon
be forgotten and never appreciated for what they are.

The proposal of study and research programmes (SRC) is a radically
different kind of didactic organisation, not a priori linked to a punctual
mathematical organisation, but rather to a larger—at least local-—one. But
even if the curriculum imposes the study of such a wider mathematical
organisation O, it may be possible to begin with a more or less “real”
guestion Q which can be answered, at least in part, by developing O.
Given such a generating question Q (with “generating” referring to the
praxeologies that can be developed in searching for answers), and also
assumptions about the praxeologies that are within reach of the students
(the praxeological equipment of the students), one can then trace a
“course” of successive subquestions and “answers” which can be
produced by the students and which may, with a good choice of Q (and
no doubt also some intervention by the teacher) involve the construction
of crucial parts of O. The production of “answers” by the students need
not proceed just through “pure research” (or creative action based on
previously developed praxeologies) but will also, sometimes with an at
least apparent facility in this day and age of the Internet (Chevallard &
Ladage, 2009), involve the consultation of works by others, i.e., “study”
of material that is deemed potentially helpful in attacking Q. The
dialectics between “study” and “research” is of course the reason for the
name SRC.

The way in which the idea of SRC—developed concisely in terms of
praxeologies—can be said to represent a design tool, is that the
generating question may be investigated a priori—before actual work
with and by students—to create hypotheses about the trajectories that the
course of study and research can follow, given certain assumptions about
the students’ praxeological equipment. One can therefore talk about a
hypothetical SRC and a realised SRC; the comparison of the two may
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lead to modify not only the generating question Q, but also the
assumptions made about the students’ praxeological equipment (Hansen
& Winslgw, 2011).

As two examples of relatively detailed expositions of this proposal,
we mention Barquero, Bosch, and Gascon’s work (2007) on SRCs related
to population growth models, as a means to develop and explore
mathematical organisations related to calculus and linear algebra, and
Thrane’s (2009) work on vector function models of two- and three-
dimensional motion, aimed at exploring elements of high school
mathematics and sports science. We notice that in both cases, the
complete design involved more than one SRC (i.e., more than one
generating question).

It should also be noticed that in both cases, the generating questions
are often chosen deliberately, to enable mathematical organisations to be
related to praxeologies and questions from other disciplines. In fact, SRC
designs could also stay within “pure mathematics” (Winslew, Matheron,
& Mercier, 2010). But the multidisciplinary potential is consistent with
the origins of Chevallard’s first works on SRC, namely a format of cross-
disciplinary work introduced in French high school around the year 2000
(the so-called travaux personnels encadrés). According to him, in order
for a SRC to be legitimate and worthwhile, the generating question
Q should be both open to many possible derived questions, and also Q
should be considered, by students and teachers alike, “crucial to a better
understanding and mastery of their lived world” (Chevallard, 2006,
p. 28).

The emergence of SRCs as an important element of research in the
framework of ATD is firmly rooted in, and draws from, a long lineage of
research on mathematics teaching based on “design research” principles,
and termed “didactic engineering” since the early seventies (Wittmann,
1974; Artigue, 1986). The idea of generating question is, for instance,
closely related to that of fundamental situation (Brousseau, 1997, p. 24),
but study and research courses go considerably beyond the didactic
situations designed and experimented in Brousseau’s work, with the
“study component” being an important part of the larger scope. It is
important to realise that the programme of SRC design both continues
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and builds on work in didactic engineering from the past 40 years. This
continuity contrasts, to some extent, with the recent rediscovery of basic
principles of didactic engineering, which is currently “hot” in North
America (Lesh & Sriraman, 2010).

6. Levels of didactic co-determination

While a didactic study proceeds necessarily inductively, that is, from
design, observation and analysis of punctual and local organisations, as
developed by the work of teachers and students in smaller sequences of
lessons, the analysis of the conditions and constraints which contribute to
determine what we observe must take into account institutional levels far
beyond the classroom: curricular materials and regulations, school
pedagogy and policies, as well as wider political and cultural conditions
that surround the school and its students. In the mathematics education
literature, attempts to do so unfortunately tend to indulge in free amateur
sociology. It is easier said than done to include the more “general” levels
in the research perspective in a way that is relevant to didactic research,
that is, so that we may actually study the impact of these “outside
institutions” on the practices that unfold in classrooms—and more
precisely on the developments of mathematical and didactic organisations
which take place there.

Chevallard (2002) has proposed an apparently “simple” model for the
hierarchy of institutional levels which contribute to “determine” what
happens in the classroom (figure 2). The simplicity is only apparent
because of the interactions among each neighbouring level and because
of the relation, outlined in the figure, with the praxeological model of
“what happens in the classroom”.

At the basis we have three levels (subject, theme and sector) which
appear explicitly in the external didactic transposition: they correspond to
actual prescriptions and organisations of the curriculum, from specific
types of tasks (such as the solution of quadratic equations) to theoretically
defined “sectors” (such as polynomials) which are expected to be
encountered by students at a given level in a given school institution. The
discipline, with its identified “domains”, appear at a higher level, as
discursive abstractions which, however, could be determinant for the
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organisation of the taught discipline in time, and in its interactions with
other taught disciplines (especially in countries where the discipline itself
is taught in modules defined by such domains—this is currently the case,
for instance, in upper secondary mathematics in Finland, as well as in the
USA). But it is also clear that the authority of the individual teacher
resides at lower levels—in many cases, it is confined to the didactic
organisation of themes and subjects, as prescribed by the curriculum and
supported by more or less fixed text books.

An excellent example of analysis of didactic and mathematical
organisations with respect to these “subdisciplinary” levels of co-
determination (with the “co-” indicating the solidarity between didactic
and mathematical organisations) is given by Barbé et al. (2005), and
analyses the consequences of confining teachers’ autonomy to organise,
as best they can, the didactic process in “themes”. The authors call this
state of affairs “thematic autism”: the teacher tries to relate a small
number of “subjects” by a loose overarching technology, but the
theoretical unification (which is a condition for realising a sector as a
coherent regional organisation) is beyond the actual or felt responsi-
bilities of the teacher, and the case studied by Barbé et al. (2005) shows
that apparent deficiencies in the internal didactic transposition can really
be traced back to constraints posed by the external transposition.

The model in figure 2 proceeds to enumerate also a number of “supra-
disciplinary” levels of co-determination: the pedagogy (norms and other
conditions for teaching) which is common for all disciplines within a
given school institution; the school institution itself, with its modes of
regulation, e.g., of teachers’ work in and beyond the classroom; the
society in which different institutions are established and regulated as an
“educational system”; and finally, the wider unit called civilisation in
which we identify cultural norms and traditions shared by a number of
societies.

Notice that, as long as we are just concerned with mathematics
teaching in, for example, the Finnish elementary school, the higher levels
are not only given but may appear almost “invisible”, as natural
conditions which, in virtue of their apparent givenness, are not really
noticed.
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9. Civilisation
8. Society
7. Sehool

6. Pedagogy
5. Discipline
4. Domain

Theory 3. Sector

Technologies

e.g. “Western culture”
State, ministry, region
Teaching institution
Teaching principles

e.g. Mathematies
e.g. Algebra
e.g. “Polynomials”

e.g. “Pol.equations™

Techniques 1. Subject e.g. Quadratics

Types of task

Figure 2. Levels of didactic co-determination adapted from Chevallard (2002),
related to the components of (mathematical) organisations

The existence of pedagogic and disciplinary specificities appears only
when we begin to compare and relate didactic and disciplinary
organisations across school institutions (for instance, while studying
transition phenomena related to institutions through which students pass
successively). Similarly, the roles of society and culture appear only in
studies which assume what is commonly called an “international
comparative” perspective, as when one tries to identify sources of
differences across countries, e.g., in students’ mathematical capabilities
(OECD, 2010) or in the structural aspects of didactic processes for a
whole discipline or school level (Givvin, Hiebert, Jacobs, Hollingsworth
& Gallimore, 2005). The assumptions and assertions about causal effects
of differences at the higher levels on those target “measures” of
comparison are often ill-defined and implicit. Moreover, it turns out that
analysing them in terms of the levels of didactic co-determination can
indeed help to make them more explicit and thus, in particular,
questionable (Artigue & Winslgw, 2010). It goes without saying that the
model displayed in figure 2 does not capture all specific variables which
are studied in international comparisons—such as specific socio-
economic factors, situated at the level of society—but the frequent
interpretation of correlations between such factors, and the measures
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compared (students’ performance within a given subject category), can at
least be examined critically in the light of levels which are ignored or,
more or less explicitly, assumed to be irrelevant. Another important
function of such a model—which could certainly be more refined for
specific purposes—is to point out the potential normative effects of
ignoring manifest shortcomings in the measures which are compared, for
instance, in terms of their capacity to capture effects of civilisatory
differences. To account for the full complexity of the anthropological
study of didactic and mathematical organisations is therefore not
accomplished simply by exhibiting and applying the general and
somewhat “raw” model in figure 2, but, as shown by Artigue and
Winslgw (2010), the model constitutes a valuable tool to identify severe
shortcomings of far less refined models, such as those used in analysing
the effects of “background variables” in the PISA survey.

7. Conclusion

The anthropological theory of the didactic is not simply a collection of
theoretical tools and case studies. It is an emergent research programme
which defies the boundaries within which much past and present research
on mathematical education seems to be confined. Its point of departure
has been to defy the unquestioned (or ‘“naturalistic”) conception of
disciplines, such as mathematics, as institutionally independent “bodies
of knowledge” which schools and teachers succeed, more or less, to
“disseminate”.

The institutional contingency of any organisation of knowledge and
practice is forcefully displayed through the distinction of external and
didactic transposition, and the level of detail in which these transpositions
may be studied in terms, on the one hand, of praxeologies realised within
schools, and, on the other hand, of disciplines, sectors and domains
“prescribed” from outside the school. The constitution of school
disciplines is dependent on a number of conditions and norms residing at
the level of pedagogy within the school, and in the society and
civilisation in which that institution lives and develops. For a long time,
the main perspective of ATD has remained one of critical observation and
analysis, and the somewhat deterministic flavour of its terminology could
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indeed have been a significant reason for the reservations held by some
researchers, like the late Freudenthal, as outlined in the introduction.

It is, in fact, clear that a first goal of ATD was to display the mech-
anisms which, in many contexts, reduce the autonomy of teachers and
their institutions quite dramatically, and in fact the demonstration of these
confinements has been, and remain, necessary to show that the
shortcomings or even paradoxes of didactic practices are far from being
the sole result, and thus responsibility, of the praxis of teachers or
schools. But with the more recent additions, not least the perspective of
“study and research courses”, ATD has developed an equally strong
potential for proposing ambitious ways to transform the conditions and
constraints of schools and disciplines, in agreement with the needs and
norms according to which societies and civilisations aim at shaping their
future. To devise efficient ways to work with mathematical entities,
triangles for example, as “something created in order to make sense of the
outside world and to allow us to think and act more in tune with that
reality” (Chevallard, 2006), is by no means an “order” that could simply
be left to teachers to deliver, given institutional conditions that are
typically largely unchanged by official rhetoric. It leaves us with a
challenging—in fact daunting—research programme of didactic and
educational engineering which goes far beyond devising local didactic
techniques and technologies, but on the other hand cannot be even begin
without such local interventions. The force of ATD, in front of these
challenges, is to situate them in different, but related levels, to furnish
relatively precise (and still improving) models to describe and act on
educational reality and its context, and—perhaps foremost—to be an
accumulative theory, open to ideas and results from outside, and at the
same time to be determined to maintain a strong internal coherence of the
research programme.
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Les moments de I’étude :
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Abstract. If the concept of mathematics organization has widely spread in the
community of mathematics educators, and even beyond, the same cannot be said
about praxeologies formed around the concept of organization of the study,
including those relating to moments of study. This paper seeks to highlight
elements concerning praxeologies of study, the development of which is either
encouraged or hindered by this (non-)spreading and the conditions that allow or,
to the contrary, prevent this diffusion to occur.

Resumen. Si el concepto de organizacion matematica se ha difundido
ampliamente en la comunidad de investigadores en didactica de las matematicas,
e incluso mas alla, no ocurre lo mismo con las entidades praxeoldgicas formadas
alrededor de la nocidn de organizacion del estudio, incluyendo las relativas a los
momentos didacticos. Nos proponemos aqui poner de relieve elementos de las
praxeologias del estudio cuyo desarrollo se ve favorecido o, por el contrario,
obstaculizado por esta (no-)difusiéon y las condiciones que permiten o, por el
contrario, impiden que se produzca esta difusion.

Résumé. Si la notion d’organisation mathématique a largement diffusé dans la
communauté des didacticiens des mathématiques, et méme au-dela, il n’en va
pas de méme des entités praxéologiques formées autour de la notion d’organisa-
tion de 1’étude, et notamment celles relatives aux moments didactiques. Nous
nous proposons ici de mettre en évidence des éléments relatifs aux praxéologies
de I’étude dont le développement est favorisé ou, au contraire, géné par cette
(non-)diffusion et de conditions qui permettraient ou qui, au contraire,
empéchent cette diffusion.
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Nous partirons dans cette communication du postulat que «les
praxéologies relatives aux moments de 1’étude ont peu diffusé en dehors
du cercle des collaborateurs les plus proches d’Yves Chevallard »,
postulat que nous ne chercherons pas a justifier ou a mettre a 1’épreuve
ici, pour nous centrer sur la mise en évidence d’éléments relatifs aux
praxéologies de I’étude dont le développement est favorisé ou, au
contraire, géné par cette diffusion restreinte, et de conditions qui
permettraient ou qui, au contraire, empéchent la diffusion de ces
praxéologies.

1. Une variabilité didactique peu assumée

1.1. Juguler un processus d’étude

Nous considérerons d’abord le théme des puissances d’un nombre,
enseigné en classe de 4° en France (éléves de 13-14 ans), qui suscite
chaque année des questions posées par les éleves professeurs de
I’académie d’Aix-Marseille dans le cadre de leur formation initiale. Ce
theme est donc travaillé dans la formation mais fait durablement
probléeme, comme en témoigne cette question, posée par un éléve-
professeur de I’année 2007-2008 lors de la 21° séance de formation —
I’année en comporte 24 :

Les puissances en 4°: sur ce chapitre, le séminaire m’a apporté de
nombreux éléments mais un point reste encore, pour moi, mystérieux ! Je
n’arrive pas a comprendre pourquoi les formules sont données seulement
pour les puissances de 10. Mes éleves ont repéré la formule sur les entiers
quelconques (alors que les puissances de 10 n’ont pas été encore traitées)
et Iutilisent dans les calculs malgré de nombreuses remarques. Je leur ai
demandé de ne pas [’utiliser car hors programme mais bien que je leur
demande de détailler les étapes de calcul (en revenant a la définition), ils
utilisent cette formule. Comment le justifier autrement ? (Je leur ai permis
d’utiliser la formule pour vérifier leurs calculs.) (2007-2008, 21, 4°)

Examinons ce que dit le programme de quatriéme sur ce point :

Connaissances
Puissances d’exposant entier relatif

[Thémes de convergence]
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Notation scientifique

[Thémes de convergence]

Capacités

— Comprendre les notations a" et a™" et savoir les utiliser sur des exemples
numeériques, pour des exposants trég: simples et pour des égalités telles
que:a’xa’=a’; (ab)’> = a’h?; gg = a> oU a et b sont des nombres

relatifs non nuls.
— Utiliser sur des exemples numériques les égalités : 10" x 10" = 10™*";
1

10 = 10™; (10™" = 10™*" ot m et n sont des entiers relatifs.

— Sur des exemples numériques, écrire et interpréter un nombre décimal
sous différentes formes faisant intervenir des puissances de 10.

— Utiliser la notation scientifique pour obtenir un encadrement ou un
ordre de grandeur du résultat d 'un calcul.

Exemples d’activités, commentaires

Cette rubrique ne doit pas donner lieu a des calculs artificiels sur les

puissances entiéres d’un nombre relatif. Pour des nombres autres que 10,

seuls des exposants simples sont utilisés. Les résultats sont obtenus en

s’appuyant sur la signification de la notation puissance et non par

I’application de formules. [...]

Par exemple, le nombre 25698,236 peut se mettre sous la forme :

2,5698236-10" ou 25698236 - 10° ou 25,698236-10° (Ministére de

’Education nationale, 20074, p. 48)

Le programme de la classe suivante, la troisiéme, mentionne pour sa
part :

Connaissances

Puissances

[Thémes de convergence]

Capacités

Utiliser sur des exemples les égalités: a™ - a" = a"""; a™a" = a" ";
@M"=a™; (ab)" = a"™"; (a/b)" = a"/b" ol a et b sont des nombres non

nuls et m et n des entiers relatifs.

n
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Commentaires

Les compétences en matiére de calcul sur les puissances, notamment les
puissances de dix, déja travaillées en classe de quatrieme sur des
exemples numériques simples, sont a consolider.

Comme en classe de quatrieme, ces résultats sont construits et retrouvés,
si besoin est, en s’appuyant sur la signification de la notation puissance
qui reste l’objectif prioritaire. La mémorisation de ces égalités est
favorisée par I’entrainement a leur utilisation en calcul mental. (Ministére
de I’Education nationale, 2007a, p. 61)

On a ainsi une ligne de partage entre la classe de 4° et la classe de 3° qui
se dessine grossierement de la fagon suivante : les puissances de 10 sont a
I’¢étude en quatriéme du point de vue de la multiplication et de I’inverse et
permettent de mettre en place la notation scientifique ; cette étude se
poursuit en classe de 3° du point de vue de la division® et, plus générale-
ment, ce sont les puissances d’un nombre qui sont a I’étude dans cette
classe. Ce travail d’étude des puissances d’un nombre en troisiéme est
préparé en classe de 4° par I’étude d’un petit nombre de spécimens des
types de tdches rencontrés en situation (soit dans des problémes) assortis
de techniques justifiées par la définition de a" : cela permettra de préparer
expérimentalement I’émergence des résultats technologiques au program-
me de la classe de 3°. Ce dont se fait I’écho, donc, la question de 1’éléve
professeur que nous avons citée, c’est la difficulté a faire exister, a propos
des puissances d’un nombre, le travail prévu en quatriéme, du moins sans
anticiper sur la constitution de I’organisation mathématique enjeu de
1I’étude de la classe suivante. On notera que cette difficulté n’est pas sans
trouver un écho dans les ouvrages pour la classe de 4°: dans les six
ouvrages que nous avons consultés, quatre donnent dans la partie
«cours » les égalitésa” xa" =a" "™ ; a" x b" = (ab)".

Ce qui peut rendre viable cette ligne de partage, c’est une gestion
adéquate de la dialectique entre le moment exploratoire et le moment
technologico-théorique relatifs aux organisations mathématiques (OM)
étudiées. En effet, dés que les spécimens des types de taches étudiés en

1. Bien entendu, rien n’interdit de faire accomplir des taches du type « calculer 10"/10™ ».
La technique employée sera cependant la suivante : 10"/10™ = 10" x (1/10™) = 10" x 10™"
=10"""; elle sera donc justifiée par les égalités relatives a la multiplication et a I’inverse.
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quatriéme a propos des puissances d’un nombre autre que 10 deviennent
« trop nombreux », le moment de travail réalise un (épisode du) moment
exploratoire qui engendre la réalisation d’un (épisode du) moment
technologique associé relatif a I’organisation mathématique au program-
me de la classe de 3%, et cela arrive ici d’autant plus rapidement que la
définition et la technique qu’elle produit constituent les ingrédients
principaux de la démonstration des propriétés au programme de la classe
de 3°. En effet, pour prouver par exemple que a" xa™" =a"*", on écrira,
en s’autorisant de la définition, que a" = a x a x - x a, n fois ; puis que
a"=axax - xa, mfois; et enfin que :

n+m

a"xa" =(axax---xa)x(axax---xa)=axax---xa=a

n fois m fois n+m fois
La maniére de gérer didactiquement le probléme évoqué par la question
doit ainsi prendre appui sur une mise en ceuvre un peu fine de la
dialectique entre expérimentation et théorisation qui permettra de réaliser
les moments de 1’étude. Envisageons ainsi le cas ot un professeur débute

I’étude de ce théme par une activité d’étude et de recherche (AER) ayant
pour objet de faire émerger une organisation mathématique (OM)
contenant le type de taches « calculer a" x a" ». Dans la réalisation du
moment exploratoire, on verra sans doute d’abord émerger un embryon
de technique consistant a « compter combien de fois on a a», qui
constituera une premiére OM ponctuelle justifiée par la définition de a",
définition qui pourra émerger a cette occasion. C’est 1a qu’il conviendrait
quasiment d’arréter 1’étude quand a est différent de 10 (apres un bref
moment de travail et d’institutionnalisation), le moment exploratoire se
poursuivant pour a = 10 de fagon a faire émerger 1’élément technologique
10" x 10™= 10""", qu’il s’agira ensuite de déduire de la théorie déja
disponible, notamment de la définition de a". En d’autres termes, on
n’étudiera que « partiellement » le type de taches « calculer a"x a™ »:
c’est le sous-type de tdches «calculer 10" x 10™» qui devra étre
« completement » étudié.

On pourrait considérer que le probléme constaté vient d’un défaut
d’analyse de I’organisation mathématique a mettre en place : ce ne serait
pas le type de taches «calculer a" x a"», mais les types de taches
« calculer 10" x 10™ » et « calculer a" x a™ pour a # 10 » qui auraient a
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étre étudiés, chacun donnant lieu a une organisation mathématique
ponctuelle (OMP). Sans minimiser cet aspect du probléme, et notamment
la reconnaissance des deux sous-types de taches, la question de 1’éléve
professeur citée précédemment montre de maniére exemplaire que, bien
que 1’¢lucidation de I’OM ait été correctement menée grace au travail
accompli en lien avec la formation, la mise en place de cette OM est
largement problématique et on est bien face a une difficulté dont la racine
se situe dans I’organisation de I’étude.

1.2. Une variabilité didactique masquée

On voit ainsi émerger un rapport institutionnel a 1’étude d’organisations
mathématiques qui devrait faire partie de 1’équipement praxéologique du
professeur dans I’enseignement tant primaire que secondaire et dont
I’infrastructure (Chevallard, 2009) des moments de 1’étude permet de
rendre compte. Pour avancer, considérons maintenant un théme qui fait
I’objet de nombre de productions professionnelles a I’école primaire, a
savoir la différence faite entre deux « natures », ou deux « modes » de
calcul : le calcul dit «réfléchi» et le calcul dit « automatisé ». Cette
différence a gagné plus récemment le collége et on examinera ce que
développe a ce propos 1’un des documents « ressources pour les classes
de 6° 5°% 4° et 3° du collége », celui intitulé « Le calcul numérique au
collége » (Ministére de I’Education nationale, 2007b). On rencontre
d’abord dans un tableau « un cadre permettant de penser les différents
moyens de traiter un calcul pour obtenir un résultat exact ou approché »

(p-3):

Le tableau suivant offre un cadre permettant de penser les différents
moyens de traiter un calcul pour obtenir un résultat exact ou approché :

Calcul automatisé Calcul réfléchi ou
raisonné
Calcul Résultats mémorisés Procédures construites ou
mental Procédures automatisées reconstruites
Choix des arrondis
Calcul écrit | Techniques opératoires Procédures construites ou
(calcul posé) reconstruites
Choix des arrondis
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Calcul Calculs usuels (quatre — programmation d’un
instrumenté | opérations), racines calcul complexe
(calculatrice, | carrées, calculs — adaptation de la
logiciel) trigonométriques, procédure aux possibilités
utilisation des fonctions de la machine
simples d’un tableur...

Dans la partie traitant du calcul mental, le calcul mental réfléchi se voit
caractérisé, par contraste avec le calcul automatisé, de la fagon suivante :

Le calcul mental réfléchi nécessite 1’élaboration de stratégies de calcul
personnelles. 11 met donc en jeu l’initiative, le raisonnement et des
connaissances (explicites ou non) sur la numération et les propriétés des
opérations. Sa pratique nécessite la mise en ceuvre de relations entre
calcul et raisonnement, d’ou I’expression de calcul raisonné, parfois
proposée pour le désigner. Donnons deux exemples :
1. Il n’est nul besoin de mémoriser la « régle » de la division par 0,1.
L’utilisation de connaissances et procédures mémorisées y supplée
avantageusement. Il suffit pour cela au niveau de la classe de 6° de

savoir qu’un quotient ne change pas quand on multiplie numérateur et
ax10
0,1x10

encore, a partir de la classe de 4°, que 0,1 c’est un dixiéme, que diviser

dénominateur par un méme nombre (Oil1 = =ax 10) ou

un nombre c¢’est multiplier par son inverse et que ’inverse d’un dixi-

éme c’est 10. Il faut donc surtout savoir que a : 0,1 = a x 0—11 =ax 10.

2. Le calcul de 25 x 12 peut étre effectué de différentes fagons :

— en utilisant le fait que 25 x 4 = 1000 et que 12 = 4 x 3 (qui sont deux
résultats mémorisés) ainsi que la maitrise « en actes » de la propriété
d’associativité de la multiplication ; ainsi : 25 x 12 =25 x (4 x 3) =
(25 x4) x3=100x 3=300;

— en utilisant le fait qu’on ne change pas la valeur d’un produit quand on
multiplie un facteur par un nombre et qu’on divise 1’autre facteur par
ce méme nombre : 25 x 12 = (25 x 4) x (12 : 4) =100 x 3 =300 ;

— en utilisant le fait que 25 est le quart de 100 (aprés avoir repéré que 12
est divisible par 4) ; il suffit alors de prendre 100 fois le quart de 12 :

100

_ 100 _ 12
25x12 = 4 ><12—100><4,
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— en utilisant la distributivitt¢ de la multiplication par rapport a
I’addition, la «régle » de la multiplication par 10 qui est une
procédure automatisée et la connaissance des doubles de nombres
usuels (résultat mémorisé) ; ainsi : 25 x 12 =21 x (10 +2) =25 x 10 +
25 x 2 = 250 + 50 = 300. (p. 4)

Consideérons le type de taches « multiplier un nombre entier par 25 » et
supposons que, dans une classe de 6°, les éléments suivants figurent dans
le cahier de synthése dans la rubrique « calcul mental » :

Multiplier un nombre par 25 Calculer 37 x 25

On effectue la division euclidienne de
ce nombre par 4 37=36+1=9x4+1

On multiplie le quotient par 100 et on
ajoute le reste fois 25 9 x 100 + 25 =925

Justification : expérimentale.

4 x25=100

16 x 25=4 x4 x 25 =4 x 100 =400

17 x 25 =, 425 43 x 25 =, 1075

17=16+1=4x4+1 43=40+3=4x10+3

17x25=16 x25+ 25 43x25=40x25+3 x 25
=4x4x25+25 =10x4x25+75
=400 + 25 =1000 + 75
=425 =1075

[..]
Devant la multiplication proposée par le document «ressources »,

25 x 12, on verrait les éléves mettre en ceuvre cette technique, peut-étre
maladroitement pour certains, et dire : 12, c’est 4 fois 3 donc le résultat
est 300. La distinction faite est donc ici encore une affaire d’organisation
de I’étude: ce qui permet la variation des maniéres de faire, c’est
précisément que les types de taches objet du « calcul réfléchi » n’ont pas
¢été étudiés au sens ou on n’a pas par exemple ici découpé le type de
taches « multiplier un nombre par 25 » pour élaborer une technique a son
propos. C’est d’ailleurs ce que I’on peut reconnaitre dans le passage du

document qui suit 1’extrait précédent :
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Le calcul réfléchi consiste souvent a rendre un calcul plus simple, en
procédant par étapes plus nombreuses, mais en s’appuyant sur des
résultats immédiatement disponibles. Ceci nécessite 1’élaboration de
procédures originales et, par 14, contribue au développement des capacités
de raisonnement des ¢léves. Le calcul réfléchi s’oppose au calcul
automatisé en cela que les procédures construites sont avant tout
personnelles et doivent étre choisies en tenant compte des particularités
des nombres en présence; L’exploitation en classe des diverses
procédures mises en ceuvre par les éléves pour un méme calcul permet de
mettre I’accent sur les raisonnements mobilisés et sur les propriétés des
nombres et des opérations utilisées «en acte ». L’explicitation des
différentes procédures est nécessaire pour permettre a 1’éléve de découvrir
d’autres procédures que la sienne et éventuellement de s’en approprier
une nouvelle. En dehors de quelques procédures appelées a devenir
automatisées (car trés performantes et d’usage fréquent), 1’explicitation
des procédures ne doit pas donner lieu a l’institutionnalisation d’une
procédure particuliére, car ce qui est simple pour un éléve ne I’est pas
nécessairement pour un autre, la notion de simplicité étant fonction des
connaissances numériques de chacun. (Ministére de I’Education
nationale, 2007b, p. 5)

La derniére phrase donne la clé de la différence : sur les types de taches
qui seront enjeu du calcul dit « réfléchi », on en reste a 1’exploration et
éventuellement a la constitution d’un environnement technologico-
théorique, constitution qui ne sera que partielle puisque 1’on ne met pas
en perspective les portées des différentes techniques. Dans le cas du
calcul « automatisé », on dispose par contraste d’une OM suffisamment
travaillée (au double sens du moment de travail) pour penser qu’il s’agit
dans la position d’éléve de types de taches routiniers. On est donc la
encore face a deux rapports d’étude différents a deux organisations
mathématiques, la différence étant du méme ordre que celle mise en
évidence précédemment a propos des puissances en classe de 4°. Cette
différenciation didactique, masquée sans doute faute de praxéologies
didactiques adéquates, glisse dans ce second cas vers une attribution au
savoir : tout se passe comme si il y avait deux natures de calcul.

149



Michéle Artaud

Voici ainsi ce que ’on pouvait lire dans le document d’accom-
pagnement de 1’école primaire portant sur le calcul mental :

Par ailleurs, 1’expérience atteste, depuis des dizaines d’années, que les
enfants ont souvent tendance a calculer mentalement en appliquant les
algorithmes écrits. Ceci est di trés probablement & un établissement
insuffisant du calcul mental préalablement a I’apprentissage des techni-
ques écrites qui sont souvent abordées trop tot et, par la suite, a une prise
de conscience insuffisante des différences de traitement entre calcul écrit
et calcul mental. Calculer mentalement 127 + 16 en référence a la tech-
nique écrite est plus colteux en terme de charge mentale de travail que
d’ajouter successivement 10 et 6. Il importe clairement que les techniques
écrites s’appuient sur une pratique du calcul mental déja bien installée.
Le propre du «calcul automatisé » qu’il s’agisse de I’emploi d’une
calculette ou d’un algorithme appliqué avec papier et crayon, est de
délaisser I’intuition des nombres, I’ordre de grandeur ; il met en ceuvre un
algorithme uniforme sur des chiffres et c’est précisément le nceud de son
efficacité. Le calcul mental nécessite, au contraire, une intuition des
nombres (qui s’affine avec I’entralnement) ainsi qu’une part d’initiative et
de choix. Il opére sur des nombres et permet d’enraciner 1’ordre de
grandeur, le sens des opeérations et leurs propriétés (commutativité,
associativité, distributivité). (Ministére de I’Education nationale, 2003,
p. 33)
On voit clairement dans le début de ce passage le probléme évoqué. Les
techniques de « calcul posé », techniques algorithmiques trés puissantes,
sont des techniques qui supposent, comme toute technique, 1’accomplis-
sement de certains gestes dans certains dispositifs, 1’'un des dispositifs
essentiels ici étant le fait de disposer d’un papier et d’un crayon. Lorsque
I’on a un calcul mental a faire, on ne dispose pas, généralement, d’un
papier et d’un crayon ou du moins, si I’on en dispose, y avoir recours
pose probléme : on songera ici aux techniques discursives de ’ancienne
arithmétique dans lesquelles le calcul mental était crucial, comme 1’ont
noté Marianna Bosch et Yves Chevallard (1999), le fait de « poser le
calcul » rompant le discours et en faisant perdre le fil. Il s’agit donc de
mettre en place une autre technique, qui soit adaptée a 1’absence du
dispositif « papier-crayon ». Mais presqu’aussitot, par 1’intermédiaire
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d’un inventaire de propriétés attribuées au calcul mental (il suppose « une
intuition des nombres [...] une part d’initiative et de choix. Il opére sur
des nombres et permet d’enraciner 1’ordre de grandeur, le sens des
opérations et leurs propriétés ») et un changement de dénomination,
« calcul réfléchi » ou « calcul raisonné », on glisse vers une opposition au
« calcul posé » :

L’expression de « calcul mental », signifie qu’entre 1’énoncé du probléme
et I’énoncé du résultat, on renonce a utiliser toute opération posée
(technique opératoire usuelle). Cela n’implique pas qu’aucun support écrit
ne puisse intervenir dans la consigne, dans la formulation du résultat voire
méme dans le cours du calcul. Les expressions « calcul réfléchi » et
«calcul raisonné », considérées comme équivalentes, sont clairement
préférables a celle de « calcul rapide », autrefois en usage. Elles insistent
sur I’importance donnée a la méthode (choix d’une stratégie, élaboration
d’une procédure) plutot qu’a la rapidité d’exécution, au moins en ce qui
concerne les calculs complexes. (Ministére de I’Education nationale,
2003, p. 33)

La derniére phrase illustre pourtant clairement, lorsque I’on modélise a
I’aide des moments de 1’étude, que 1’on a la un enjeu li¢ a ’organisation
de I’étude : le fait que 1’on « élabore une procédure » signifie que 1’on en
est, pour le type de taches considéré, au moment exploratoire. Le moment
exploratoire de ces types de taches est en outre supposé servir le travail
de I’OM proprement enjeu de I’étude, et notamment des éléments
technologico-théoriques relatifs aux propriétés des opérations (commuta-
tivité, associativité, distributivité). La « part d’initiative et de choix »
attribuée au calcul mental est d’abord la marque du fait que 1’étude
effectuée a son propos est partielle et que les techniques n’auront pas la
possibilité de se routiniser, notamment parce que 1’on variera beaucoup
les types de taches a accomplir.

Ce phénoméne de masquage de la variabilité didactique peut prendre
d’autres formes, telle celle qui consiste a analyser les organisations de
I’é¢tude en distinguant des types de taches didactiques sans prendre en
charge leur role dans la réalisation des fonctions de I’étude. On va par
exemple examiner la gestion de 1’hétérogénéité ou de la diversité, ou
encore la création de topos, de temps didactique, voire de milieu sans
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examiner en quoi ces différents types de taches s’articulent avec d’autres
pour réaliser des moments didactiques. Nous ne développerons pas
davantage ce point ici.

2. Analyser et developper des praxéologies didactiques

On peut penser qu’une condition qui favoriserait la diffusion des
praxéologies relatives aux moments de 1’étude serait une mise en forme
de praxéologies, existantes ou qui pourraient exister, sorties des lieux de
leur production. On notera que, a cet égard, le séminaire de didactique
des mathématiques a destination des PCL2 de I'TUFM d’Aix-Marseille
joue un role essentiel en raison de la clinique qu’il permet. Nous
donnerons ici certains éléments de cette mise en forme a partir de deux
exemples d’analyse issus de ce séminaire (Artaud & Jullien, 2009) et qui
prennent place tous les deux dans une classe de 2% des lycées francais
(éleves de 15-16 ans).

2.1. Le moment exploratoire et le moment technologico-théorique

Le premier exemple que nous examinerons est le début d’'une AER pour
introduire les triangles semblables (voir figure 1).
Apres deux minutes dédiées a une lecture individuelle, P explicite
I’objet de I’activité.
« Votre attention s’il vous plait. Il y a un personnage qui veut savoir la
hauteur de 1’arbre. Il va mener une expérience. Pour cela, il va placer un
miroir a 15 métres de 1’arbre, et il va se déplacer derriére le miroir, d’une
longueur de quatre métres, jusqu’a ce qu’il puisse voir la cime de 1’arbre.
Grace a cette expérience-la, a priori, il serait capable de calculer la
longueur MN de I’arbre. Donc dans un premier temps, ce que je vais vous
demander, c’est de repérer dans la partie I les données et la conclusion a
laguelle on doit aboutir. Puis de réfléchir aux méthodes que vous
connaissez pour résoudre ce type de problemes. »
Des éléves lancent « Pythagore », d’autres « Thalés » et P leur enjoint de
se mettre au travail. Les ¢éléves s’affairent pendant que P circule dans la

classe.
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ACTIVITES : TRIANGLES SEMBLABLES ]

ACTIVITE 1:

Partie 1
Eric souhaite mesurer la hauteur d'un arbre. Pour cela, il réalise I'expérience suivante :
- Il place un miroir au sol situé & 15 m du pied de l'arbre )
- 1l se céplace aprés le miroir jusqu'a ce qu'il puisse voir la cime de Parbre dans le miroir. I}
s'est alors déplacé d'une distance de 4m.
De plus, on sait que les yeux d'Enc se situent 41,70 m du sol.
On représente son &ri par le schéma ci-d us ©

IAB:i.Tn‘

L) o
OM=15m OA=dm

Quelle est la hauteur MN de I'arbre 7

Partie 2 !
Eric se rend en Halie et souhaite réaliser la méme expérience avec la tour de Pise.
On représente son expérience par le schéma suivant :

\\\
\\
e . .
,;L;é[‘ I AB=17Tm
OM=100m OA=3Im

Pensez-vous que cette expérience va permetire de calculer la hauteur MN de la tour de Pise?
Justifier
ACTIVITES: TRIANGLES SEMBLABLES Janv. 07

Figure 1. Le document support de I’activité sur les triangles semblables

Deux minutes plus tard, P récolte les données en interrogeant les éléves,
en notant au tableau au fur et & mesure.
On obtient d’abord que la distance OM vaut 15 métres, que OA = 4
meétres. Puis que 1’on a deux triangles rectangles, MNO et OAB, et enfin
que la hauteur AB est égale a 1,7 m.
P relance : « Qu’est-ce qu’on a d’autre comme information ?... les angles
peut-étre ? »

L R — — i
Des éléves donnent alors successivement que BOA = MON; puis que
/\ /\
OMN =90° = BAO.
Ce qu’il faut calculer : la longueur MN.
P : «Qu’est-ce que vous connaissez comme méthode pour calculer une
longueur ? »
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Les éléves citent péle-méle Pythagore, Thalés, le théoreme des milieux ou
la trigonomeétrie.

P : «Pour utiliser Pythagore ou la trigonométrie, il faut quoi comme
conditions ? »

Des éleves disent qu’il faut un triangle.

P : « Quoi comme triangle ? »

Es : « Rectangle ».

P approuve, puis demande aux éleves de considérer I’activité 2 : « est-ce
qu’on a les deux triangles rectangles ? » Les éléves conviennent que ce
n’est pas le cas, et on disqualifie ainsi les deux techniques. On souhaite

donc calculer MN a I’aide du théoréme de Thales.

On a la le début du moment exploratoire de ’OM enjeu de 1’étude, et no-
tamment de I’OMP relative au type de tiches « Déterminer une longueur
qui apparait comme un c6té d’un triangle ». Les éléves ont déja travaillé
sur les triangles isométriques et on voit sans doute 1’effet de ce travail
dans 1’énoncé des ¢léments pertinents lorsque le professeur demande des
techniques de calcul de longueurs. Parmi les techniques envisagées par
les éléves, I'utilisation du théoréme de Pythagore «ne marche pas »
directement : on n’a pas les moyens de calculer I’hypoténuse du triangle
OMN si I’on ne calcule pas d’abord le cosinus de I’angle en O. Mais ce
calcul est faisable avec le triangle OAB en déterminant au préalable
I’hypoténuse a 1’aide du théoréme de Pythagore. La trigonométrie seule,

en revanche, donne le résultat ; on a la tangente de I’angle en O avec le

triangle OAB : Lim _ 0,425. On obtient donc que MN _ 0,425, soit
4m 15m

gue MN = 6,375 m. Mais le résultat ne pourra pas s’étendre dans le cas de
triangles non rectangles. Cela aurait eu tout a fait sa place dans le travail
exploratoire, et cela aurait permis a la fois de synthétiser le travail fait au
colléege (ce qui est un objectif du programme de la classe de seconde),
mais aussi d’en préciser la portée en justifiant son insertion dans 1’OM
« plus générale » & propos des triangles semblables.

La réponse du professeur est autre : il disqualifie & peu de frais les
techniques qui n’entrent pas dans le cheminement prévu. Cette technique
didactique, on vient de le voir, n’est pas fonctionnelle a 1’égard de la

constitution d’une organisation mathématique amalgamée. En outre, elle
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ne met pas en ceuvre un élément de dialectique des médias et des milieux
que ’on peut sommairement analyser ainsi : « Lorsque les éléves énon-
cent des assertions, les mettre a 1’épreuve ». Cette dialectique s’avere
souvent pertinente dans la réalisation d’un moment exploratoire, notam-
ment parce qu’elle permet d’enrichir et de créer du milieu comme le
suggére cette question d’un éléve professeur de la promotion 2009-2010
et I’¢lément de réponse qui lui a été apporté (Artaud & Jullien, 2010).
Voici tout d’abord la question :

En classe de 4°, j’ai donné aux éléves une activité pour introduire le
parallélisme de (1J) et (BC). Mais les éléves n’ont pas réussi a voir le
parallélisme. Mon énoncé « approximatif»: I, J, K sont les milieux
respectifs de [AB], [AC] et [BC] ; I, J et K sont trois points non alignés
du plan ; retrouver les sommets A, B, C du triangle ABC. Les éleves ont
commencé a construire une figure a partir de I, J et K. Voyant qu’ils n’y
arrivaient pas, ils sont partis de A, B et C puis ont construit I, J et K. Un

éleve a vu que IJ = % BC (mais pas pour les autres longueurs, ¢a n’a pas

été vu toute de suite). Pour le parallélisme, j’ai di retracer les droites (1))
et (BC) avec une autre couleur pour que les €léves le voient. Est-ce
normal ou est-ce moi qui n’ai pas posé les bonnes questions (cruciales) ?
(2009-2010, 4° & 3°, 14)

L’élément de réponse proposé est reproduit ci-apres :

... Plagons-nous au point ot en sont les éléves quand I’'un d’entre eux
1

2BC. Que doit faire le professeur en ce point?

s’apergoit que 1J =

D’abord, mettre a I’épreuve I’assertion avec la classe. Puis une fois
I’assertion avérée expérimentalement, voir si cela permet d’avancer dans

la solution du probléme posé. IJ = %BC, donc comme K est le milieu de

BC, il suffit de placer C a la distance 1J de K et B de la méme fagon. On
obtient alors A comme symétrique de B par rapport a |, et il apparait que,
dans le « cas général », la droite (Al) ne coupe pas la droite (BC) en C. Il
y a donc une autre condition & satisfaire et il faut poursuivre 1’analyse des
figures complétes effectuées. Il n’est pas « anormal » que I’ensemble des
éléments utiles ne surgissent pas «tout de suite »: il faut pour cela
« enrichir le milieu ». La technique la plus productive a cet égard est de
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mettre systématiquement a 1’épreuve les assertions technologiques (ou
techniques) qui émergent, a la fois du point de vue de leur véracité mais
aussi de leur capacité a produire la technique (ou a résoudre le probleme
posé) ; c’est cela qui permettra de relancer, si cela s’avére nécessaire, le

moment exploratoire ou le moment technologico-théorique.

On voit apparaitre d’abord, par la confrontation de ces deux matériels, le
fait que dans l’analyse, I’évaluation et le développement du moment
exploratoire par le professeur hors de la présence des éléves, celui-ci a a
réaliser une exploration des techniques ou des embryons de techniques
susceptibles d’émerger et a voir leur portée a propos du spécimen
examiné, mais également en dehors. Mais on voit aussi tres clairement
I’importance du lien entre le moment exploratoire et le moment
technologico-théorique, notamment dans le second cas ou c’est la dialec-
tique entre ces deux moments qui permet de ménager suffisamment de
topos aux éleéves dans 1’émergence de I’OM.

Moment exploratoire et moment technologico-théorique sont ainsi
dialectiquement liés, et on rencontre au moins deux cas de figures de
cette articulation.

Dans le premier, on fait émerger une technique dont la validité dépend
de celle d’un ou plusieurs éléments technologico-théoriques qui émergent
de I’exploration, qu’il va donc falloir établir et, dans certains cas, déduire
de la théorie (géométrique, analytique, algébrique, numérique, statisti-
que...) disponible. C’est le cas par exemple dans 1’émergence de 1’OM
suivante, relative a la construction a la régle et au compas d’une droite
coupant un cercle de centre O en un point A de ce cercle, et en ce point
seulement. Une exploration graphique de la situation conduit a essayer de
repérer la droite par rapport au « seul » élément fixe de la configuration,
le rayon ; si I’on s’assure du fait que cette droite est perpendiculaire en A
au rayon OA, la technique est faite, puisqu’il suffira de construire a la
régle et au compas la perpendiculaire en A au rayon OA. C’est ce cas qui
était a I’ceuvre dans les AER que nous avons évoqués précédemment.

Dans le second cas, 1’exploration d’un type de problémes fait émerger
une technique qui repose sur des éléments technologiques antérieurement
établis, dont la systématisation améne a voir que 1’on fait « toujours la
méme chose », cette « chose » fonctionnant comme « lemme technique »

156



Les moments de 1’étude : un point d’arrét de la diffusion ?

et pouvant étre enregistrée dans la théorie de fagon a étre accomplie une
fois pour toutes et permettre de produire alors une autre technique, moins
codteuse.

C’est le cas par exemple, pour sortir de la géométrie, dans la
résolution du trindme du second degré en classe de 1 (éléves de 16-17
ans) : on va au départ, devant un polynéme du second degré a factoriser,
reconnaitre le début d’un carré puis une forme A* — B?; ou encore une
forme A% + B?; etc. L’accomplissement systématique de cette technique
en fera émerger la généralité : mise en ceuvre sur la forme générique d’un
trinbme du second degré, elle conduira a la définition du discriminant et
au théoréme donnant les cas d’existence des solutions et leurs valeurs,
résultat qui permettra de produire la technique « classique » : on calcule
le discriminant ; etc. Nous donnerons maintenant un exemple de ce type
d’articulation entre moment exploratoire et moment technologique.

2.2. Vers Pinstitutionnalisation

11 s’agit du travail d’un professeur sur un théme qu’il a intitulé « Vecteurs
et équations de droites ». Le travail sur les vecteurs et les repéres dans le
plan s’est déja déroulé et a donné lieu a une synthése. Il s’agit donc 1a de
synthétiser le travail mené sur les équations de droites. Le professeur est
parti de la poursuite d’une AER faite a propos des vecteurs, ou il
s’agissait de « caractériser 1’alignement de points dont on connait les
coordonnées ». Une des « techniques proposées » était la suivante :

A(7;:3) 7=3x2+1
A/B,DetE
B (13:6) 13=6x2+1 .
alignés.
. = +
C(28;14) 28=14x2+04£14x2+1 C non aligné avec
D (17 ; 8) 17=8x2+1 les autres.
E(25;12) 25=12x2+1

Et il s’agissait alors « d’éprouver cette technique sur les autres points de
I’AER ». C’est cela qui a permis de faire émerger I’OM relative aux
équations de droites. On notera que 1’on a ici une autre technique de
réalisation d’un épisode, semblable a celui que nous avons examiné plus
haut, du moment exploratoire : quand une autre technique surgit qui
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n’entre pas dans le cheminement prévu, 1’écarter provisoirement pour y
revenir ultérieurement.

La classe a ensuite travaillé sur le probléme suivant : quelle relation
existe-t-il entre A(0; 2), B(2; 5) et M(x, y) pour que les points A, B et M
soient alignés ? C’est a I’issue de cette étude que survient la synthése. Le
professeur procéde en questionnant les éleves sur ce qui a été vu
précédemment et pilote le travail de fagon a ce que la classe ne s’enlise
pas, comme en témoigne 1’extrait suivant du compte rendu d’observation
(Artaud & Jullien, 2009) :

P : « C’est vrai. Mais qu’est-ce que t’as retenu ? »
E: «Qu’il y avait une relation entre X et y pour trouver quand c’était
colinéaire, euh, alignés. »

. « Quand les points étaient alignés, d’accord. »

: « Cette formule que Ni avait donnée... »

. « Ensuite, qu’est-ce qu’on a vu d’autre ? »

P

E

P

E : « La colinéarité on 1’avait vue avant, non ? »

E : « Oui, la colinéarité on 1’avait vue avant. »

E : « Donc, on peut pas le dire. »

E : « Euh, I’alignement des... enfin deux droites paralléles... quand on a
fait I’exercice. »

P : « Ca c’était la correction de samedi, oui. »

E : « Ah ben, ¢’était samedi, hein. »

P: «C’est vrai... On a vu les équations de droites. Les équations de
droites, elles sont de quelle forme ? »

E:«y=ax+bh.»

On obtient ainsi la « définition d’une équation de droite » et P démontre
avec les éléves qu’un point M appartient a la droite (AB) si ses coordon-
nées vérifient I’équation y = (Yg — Ya)/(Xg — Xa)X — (Y& — Ya)/(Xg — Xa)Xa +
Ya Si Xa # Xg, I’équation X = Xa sinon. Le travail s’effectue, non sans
quelques difficultés dont nous ne développerons pas ’analyse ici (Artaud
& Jullien, 2009), en s’appuyant sur 1’étude effectuée précédemment : on
écrit que AM doit &tre colinéaire a AB, etc. On est donc clairement dans
le méme cas que celui de I’équation du second degré cité plus haut : on a
une technique qui repose sur des éléments technologiques antérieurement
établis, qui permet de produire un «lemme technique » pouvant étre
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enregistré dans la théorie. On a cependant une différence dans la mise en
place décrite : hors du travail d’AER qui a fait émerger les équations de
droites, les éléves n’ont accompli qu’une fois la technique et, a I’issue de
la démonstration, le professeur conclut ainsi la séance sur la praxis qui a
émergé (Artaud & Jullien, 2009) :

P: «[...] Le type de tiches qu’on va avoir a faire c’est quoi ? Déterminer
I’équation d’une droite. »

P le note au tableau.

P : « Pour déterminer 1’équation d’une droite, on vous donnera... a partir
de deux points... (en complétant) passant par A(Xa: ya) et B(Xxg: Yg).
Comment je vais faire pour déterminer cette équation de droite ?... Oui,
alors, vas-y... »

E (inaudible)

P: «Dis-le clairement. On va calculer le vecteur AB. On va calculer
quoi ? (Tout en le notant) Les coordonnées de AB... On prend un autre
point. Ses coordonnées on va les écrire ? L’autre point ? M(X ; y). Et on
va écrire que quoi ? Que... ? On écrit que AB’ et AM sont colinéaires.
Exemple. Deux exemples, que vous allez faire, qu’on va faire dans le

cours. »

Le professeur a donc, en fait, « raté » le lemme technique et la technique
qu’il permet de produire (dont 1’élément principal consiste en la déter-
mination du coefficient directeur) : le fragment de technologie produit
dans la séance restera potentiellement technologique. On peut y voir
principalement deux raisons : la premiére tient a ce que ce professeur,
bien qu’expérimenté et instruit en TAD, ne disposait pas de l’infra-
structure didactique proposée plus haut, certes rudimentaire mais néan-
moins €clairante, que constituent les deux types d’articulation entre un
moment technologico-théorique et un moment exploratoire ; la seconde
est liée au moment de I’institutionnalisation.?

L’institutionnalisation s’effectue en effet dans le cadre des AER et
PER sous deux types de dispositifs, les bilans d’étape et la synthese, les

2. On pourrait comme précédemment attribuer le probléme a la constitution de I’OM par
le professeur ; cette constitution est cependant fortement articulée a celle de 1’organisation
de I’étude, celle-ci devant permettre de corriger les manques de celle-la.
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premiers permettant de préparer la seconde. La synthése gagne générale-
ment & étre différée, nous I’avons noté, notamment pour mettre en forme
une OM suffisamment amalgameée qui prenne en charge le niveau théma-
tique mais aussi le niveau du secteur. Si ’on en reste au niveau
thématique, a I’issue du travail sur les équations de droites, le type de
taches « démontrer que trois points sont alignés » a maintenant deux
techniques, dont I’une n’a pas été institutionnalisée bien qu’elle ait
émergée de ’AER. Il s’agit donc d’amalgamer ces techniques en une
seule, en précisant les occasions d’emploi de chacun des éléments. On
obtiendrait par exemple?® :

Démontrer que trois points A, B et C sont alignés :

— si les points sont donnés par des conditions vectorielles, montrer que
les vecteurs AB et AC sont colinéaires en les exprimant dans un
repere fixé par la configuration ;

— si les points sont donnés par leurs coordonnées, déterminer 1’équation
d’une droite définie par deux points et montrer que les coordonnées du
troisiéme point vérifient 1’équation ;

— si 'on a déja I’équation d’une droite définie par deux des points,
montrer que les coordonnées du troisieme point (éventuellement a

déterminer) vérifient 1’équation.

Pour déterminer I’équation de droite dans le deuxiéme cas, on voit alors
que si on écrit la colinéarité d’un vecteur AM avec AB, on reproduit en
la complexifiant, la premiére technique. On est donc conduit a s’interro-
ger sur des techniques de détermination d’équation de droites autres, et la
technique qui consiste a calculer coefficient directeur et ordonnée a
’origine a toute chance de venir a I’esprit.

Ce type d’organisation mathématique amalgamée existe encore fort
peu, et nous croyons y voir un manque d’infrastructure tant du point de
vue de la réalisation du moment d’institutionnalisation (Artaud, Cirade &
Jullien, 2011) que du point de vue de I’analyse des techniques. Tout se
passe comme si, en effet, I’analyse d’une technique devait se présenter

sous une forme simple, élémentaire alors que, sauf dans le cas d’organisa-

3. On notera qu’une amalgamation au niveau du secteur devrait venir compléter la
technique par un bloc qui a été étudié au collége, justifié par la géométrie euclidienne.
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tions mathématiques ponctuelles tres limitées, on a généralement besoin
de pouvoir articuler plusieurs éléments, obtenant ainsi des techniques
agrégées comme nous I’avions mis en évidence dans la communication
donnée lors de la deuxiéme édition de ce congrés (Artaud, 2010) :

... I’isolation de certaines pratiques « nouvelles », qui apparait certaine-
ment nécessaire lors de 1’émergence d’une organisation mathématique, est
conservée lors de la mise en forme de cette organisation mathématique, ce
qui apparait dommageable ; les praxéologies d’institutionnalisation exis-
tantes doivent étre développées de maniére a permettre une « amalga-
mation » convenable des organisations mathématiques, notamment aux
niveaux du secteur et du domaine.

3. Conclusion

Bien que les techniques relatives aux moments exploratoire et techno-
logico-théorique présentées ci-dessus prennent appui sur les dispositifs
d’AER et de PER, il en existe d’autres, dont la principale bien siir prend
appui sur le dispositif des situations adidactiques développé par Guy
Brousseau (1986, 1998) en mettant en jeu pour I’essentiel des situations
d’action et de formulation pour le moment exploratoire, de formulation et
de validation pour le moment technologico-théorique. 1l en va de méme
pour le moment d’institutionnalisation, avec des situations didactiques
cette fois-ci. Les moments de 1’étude fournissent ainsi une infrastructure
fonctionnelle qui permet de rendre compte des organisations de 1’étude
existantes et de révéler des phénomenes didactiques dont I’exploration
permet le développement de la théorie didactique : c’est, croyons-nous,
une force de cette modélisation.
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Développer le modele praxéologique pour mieux prendre
en compte la dynamique des savoirs

Corine Castela
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Abstract. This text puts forward the development of the notion of praxeology.
Its main purpose is to encourage that the variety of knowledge regarding a given
socially produced technique in the different institutions where this technique is
used, is taken into account. As a tool to analyse this technological knowledge, six
possible functions of this knowledge are distinguished in the first section, with
examples related firstly to geometrical problem-solving and secondly to
automatic control engineering. The second section proposes a new representation
of the praxeological model more particularly focusing on the nature of the
validation process according to the institutions involved.

Resumen. Este texto propone un desarrollo de la nocién de praxeologia con el
objetivo de favorecer que, en la tecnologia, se tomen en cuenta los distintos
saberes relativos a una técnica socialmente producida en las distintas
instituciones donde esta vive. La primera parte introduce una pauta de analisis
del saber tecnolégico que distingue seis funciones, con ejemplos tomados de los
ambitos de la geometria y de la ingenieria del control y automatizacién de
procesos. La segunda parte se centra en la presentacion de un modelo
praxeolégico extendido que explicita la diversidad de los procesos de validacién
posibles y su determinacién multi-institucional.

Résumé. Ce texte propose un développement de la notion de praxéologie, dans
le but de favoriser la prise en compte au sein de la technologie des différents
savoirs relatifs a une technique socialement produite dans les diverses
institutions ou vit cette technique. La premiére partie introduit une grille
d’analyse du savoir technologique qui différencie six fonctions, avec des
exemples pris dans les domaines de la géométrie et du contréle des systemes. La
seconde partie est centrée sur la présentation d’un modéle praxéologique
développé qui explicite la diversité des processus de validation possibles et leur
détermination multi-institutionnelle.
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Ce texte poursuit un travail de la notion de praxéologie déja évoqué au
premier congrés de la TAD a Jaén (Castela, 2007). Je rappellerai pour-
quoi mes recherches sur la fonctionnalité des savoirs mathématiques pour
la résolution de probléemes m’ont conduite a remettre sur le métier la
notion de technologie, dont j’ai proposé (Castela, 2008) ce qu’on pourra
considérer comme une extension ou comme un déploiement, suivant le
sens qu’on attribue aux termes justifier, expliquer, produire qui partici-
pent a sa définition dans les textes fondateurs (Chevallard, 1999). Une
nouvelle direction de recherche a redonné une impulsion a la réflexion :
dans le cadre de I’accompagnement du travail réalisé par Avenilde Romo
Vazquez (2009) pour sa thése sur I’enseignement des mathématiques en
formation d’ingénieurs, j’ai été amenée a réexaminer la question des
fonctions assurées par les savoirs que 1’un de mes articles (Castela, 2008)
intégrait a la technologie d’une technique. C’est le premier point qui sera
présenté ici, illustré par des exemples relevant de deux contextes
institutionnels trés différents d’utilisation de techniques mathématiques :
il s’agit dans le premier cas de problémes de constructions géométriques
dans le cadre d’un enseignement de mathématiques, dans le second de
situations d’asservissement de systémes physiques dans le cadre d’un
enseignement d’automatisme. Mais le développement proposé, qui
attribue une place décisive et pérenne au sein des praxéologies a des
savoirs non validés par une théorie, introduit la nécessité de prendre en
charge explicitement dans le modéle la question de la validation et de ses
formes diverses, plus largement de la légitimation des praxéologies par
les institutions ou elles vivent. C’est le second point abordé dans ce
texte : me situant dans la perspective ouverte par I’introduction de
I’échelle des niveaux de détermination (Chevallard, 2002), je proposerai
une représentation du modéle praxéologique qui explicite notamment la
multi-détermination institutionnelle d’une praxéologie. Je terminerai en
essayant de montrer I’intérét de cette proposition : comme guide pour
décrire les différents états d’une praxéologie relative & un méme bloc
practico-technique, comme outil pour poser de nouvelles questions,
concernant par exemple le processus de légitimation institutionnelle
d’une praxéologie, qu’on s’intéresse a des dynamiques d’émergence ou
de circulation inter-institutionnelle.
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Ce résumé situe les propositions présentées dans ce texte dans le cadre
de la didactique des mathématiques. Je voudrais, avant d’entrer dans le
vif du sujet, les aborder d’un point de vue plus général de fagon a ce que
le lecteur ait une idée de I’ensemble des préoccupations qui sous-tendent
aujourd’hui mon travail. J’ai été amenée a prendre un certain recul
relativement au champ de la didactique des mathématiques par le
probleme suivant : que signifie se réclamer de la théorie anthropologique
du didactique ? Si, comme c’est mon cas, I’on ne se contente pas
d’utiliser les ressources d’un ensemble conceptuel déja-la, si I’on prétend
participer a un processus collectif d’élaboration critique, on est amené a
s’interroger sur des questions de fondements, fondements de la théorie,
fondements de sa propre activité de chercheur. Entrer dans ce travail a
titre personnel m’a conduite a cerner les aspects de la cognition humaine
auxquels je choisis de m’intéresser parce que je leur accorde un rdle
déterminant. Je me réclame d’une approche anthropologique, mais qu’ai-
je dit la si cet adjectif se contente de qualifier ce qui est spécifique de
I’humain ? Je prends le parti d’une conception socioculturelle de
I’essence humaine : une personne est le fruit de la rencontre d’un
potentiel individuel et de ressources sociales ; pour actualiser ce qui n’est
qu’'un potentiel d’humanité, un individu doit tout au long de sa vie
rencontrer des ressources culturelles situées en dehors de lui-méme,
socialement et historiquement produites et rendues disponibles par
certaines organisations sociales. Et c’est bien cette conception de
I’anthropologique qui m’oriente vers la TAD, comme ayant introduit en
didactique des instruments conceptuels qui me permettent de développer
cette approche socioculturelle. En premier lieu, les concepts associés
d’institution et de sujet : institution comme organisation sociale stable
déterminant, selon une suggestion de Carl Winslgw, une écologie d’un
champ donné de I’activité humaine, rendant possible par les ressources
mises a disposition et encadrant par les assujettissements exercés 1’action
de ses sujets. En second lieu, le concept de praxéologie : une praxéologie
mathématique (usuellement une organisation mathématique) se veut dans
la TAD un modéle anthropologique de ’activité mathématique en méme
temps que du savoir mathématique. Il me parait important de généraliser
cet objectif au-dela des seules organisations mathématiques et didac-
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tiques. Le concept de praxéologie constitue un outil de modélisation des
activités humaines et des ressources, notamment cognitives, socialement
produites et capitalisées par des groupes humains pour outiller avec une
certaine efficacité leurs activités. Le terme de « praxéologie » est donc ici
utilisé pour désigner un objet social, généralisant la notion de savoir. Il
n’y a pas de praxéologie dans le sens culturel considéré en dehors d’une
organisation sociale stable, c’est-a-dire d’une institution, au sein de
laguelle existent des dispositifs assurant la diffusion et la l1égitimation des
ressources individuellement ou localement produites, comme la pérennité
du capital ainsi constitué grace a la transmission aux nouvelles
générations. Autrement dit, premiérement, le domaine du praxéologique
est celui de la cognition institutionnelle, deuxiémement, le didactique en
est une composante intrinséque. J’ai insisté sur la dimension Ressource
pour |’activité : une praxéologie P reconnue par une institution | fournit
aux sujets de | des ressources pour traiter les taches d’un type T. En
méme temps, elle norme leurs facons d’affronter ces taches dans I.
L’apprentissage d’un sujet de | relatif a P est le processus par lequel cet
individu se soumet aux normes de P et s’approprie ses ressources,
autrement dit se fait sujet de P. On peut donc considérer qu’une
praxéologie P est une institution. Et 1’étude de [I’apprentissage
institutionnel, c’est-a-dire du développement par une institution de son
capital praxéologique, intégre celle des formes et des phases du processus
qui stabilise et légitime P dans | et ce faisant I’institue, ¢’est-a-dire la fait
institution, deux raisons de considérer qu’il s’agit d’un processus
d’institutionnalisation *.

Cela définit la perspective sous laquelle j’envisage mon travail actuel,
participant de ce que j’aurais envie de nommer une épistémologie de la
cognition institutionnelle, domaine de la didactique congue comme la
science qui étudie «les conditions et contraintes sous lesquelles les
praxéologies se mettent a vivre, a migrer, a changer, a opérer, a dépérir, a
disparaitre, & renaitre, etc., au sein des institutions humaines »
(Chevallard, 2007, p.719), un domaine dont I’objet n’épuise pas le
didactique puisque la cognition individuelle n’en reléve pas. Dans les

1. J’ai intégré ici a ma réflexion une approche développée dans le cadre de la socio-
épistémologie ; voir par exemple (Cantoral, Farfan, Lezama & Martinez Sierra, 2006).
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textes se référant a la TAD, notamment ceux d’Yves Chevallard, et
publiés dans des revues scientifiques, je n’ai rencontré aucun élément qui
me donne a penser que les fondements explicités précédemment de mon
activité de recherche entrent en contradiction avec ceux de la TAD ; ils
me paraissent au contraire en forte résonance. Mais cela peut étre une
affaire d’interprétation personnelle car les fondements de la théorie ont
jusqu’a présent surtout été donnés a voir en actes, de définition et
d’utilisation. Il me semble que les congres de la théorie anthropologique
du didactique doivent s’attaquer a un travail d’explicitation de ses
prémisses, de ses partis pris, comme condition nécessaire au développe-
ment collectif de la théorie par la résolution scientifique de débats
contradictoires. Ce qui suit est une contribution a un débat sur la notion
de praxéologie, considérée comme devant étre encore peaufinée pour
outiller efficacement I’épistémologie de la cognition institutionnelle
évoquée précédemment.

1. Les fonctions du savoir technologique d’une technique

1.1. Les savoirs nécessaires a la fonctionnalité en mathématique
d’une technigue mathématique

Les recherches que j’ai développées relévent toutes, jusqu’a une période
trés récente, d’une seule et unique problématique. Dans la lignée des
travaux consacrés a la résolution de problémes —je citerai, sans
exhaustivité, Alan H. Schoenfeld (1985) et les travaux francais sur le
« méta », notamment ceux qui ont été coordonnées par Jean-Luc Dorier
(1997) —, j’ai centré mon travail sur des connaissances, que 1’on peut
qualifier de pragmatiques ou pratiques, qui favorisent I’utilisation
efficace des savoirs académiques en jeu dans les pratiques mathématiques
auxquelles il s’agit d’initier les éléves. On trouvera dans la partie 1.2. des
exemples qui préciseront, si nécessaire, le champ des connaissances
considérées. Que les mathématiciens construisent individuellement de
telles connaissances, la preuve en est amplement apportée par les
nombreux articles émanant de la communauté anglophone qui s’intéres-
sent a la résolution de problémes et a I’advanced mathematical thinking ;
des travaux explorent les pratiques des experts, certains proposent
d’intégrer les connaissances pratiques qui y sont révélées dans les
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curriculums. Mais ces recherches abordent la cognition du point de vue
de I’individu et il n’en existe pas, a ma connaissance, qui soit de nature a
étayer les affirmations suivantes : des savoirs pratiques circulent explici-
tement au sein de certaines des institutions de la recherche en mathéma-
tiques ; de ces savoirs dépend la fonctionnalité des OM institutionnalisées
dans les publications, dont les chercheurs reprennent les techniques pour
les utiliser ; conditions d’une contextualisation efficace dans des travaux
nouveaux, ces savoirs sont peu diffusés, du moins tant que leur interven-
tion est décisive dans la concurrence entre équipes.

Ces connaissances, traditionnellement exclues des textes du savoir
théorique mathématique, le sont aussi des instructions officielles défi-
nissant les programmes scolaires frangais. La construction par les éleves
de telles connaissances correspond donc a ce que j’appelle des enjeux
(institutionnellement) ignorés d’apprentissage. J’attribue a une réalisation
insuffisante de ces apprentissages une partie des difficultés manifestées a
I’occasion de certaines transitions par des éléves précédemment en
réussite en mathématiques. Mais organiser institutionnellement une prise
en charge didactique des enjeux ignorés d’apprentissage relatifs aux
pratiques mathématiques suppose que ceux-ci soient identifiés par
I’institution a et par des savoirs socialement reconnus et partagés. Méme
s’il n’est pas nécessairement question de transformer ces connaissances
utiles a la résolution de problémes en objets pérennes d’enseignement,
1’Education nationale ne peut pas enjoindre aux professeurs de favoriser
la dévolution aux €éléves de la construction de telles connaissances sans
que ce qui est a construire soit reconnu comme légitime par I’institution
et par les professeurs. Les apprentissages visés doivent pouvoir étre
analysés par les professeurs et, au moins en partie, explicités aux éléves.
Dans une institution didactique, ayant par définition affaire a des
débutants, la praxéologie relative a un type de tdche T doit donc
institutionnellement intégrer certains savoirs pratiques, ce développement
praxéologique relevant de la transposition didactique des OM. C’est ce
gue vise un de mes articles (Castela, 2008), qui introduit ce qui peut
apparaitre comme une extension de la notion de technologie relative a
une technique :
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Aux cOtés d’éventuels éléments de savoirs empruntés a certaines théories
pertinentes (nous parlerons dans la suite de « la composante théorique »
de la technologie, notée 6"™) figurent dans la technologie ces savoirs qui,
selon les domaines de recherche, sont qualifiés d’opératoires, pragma-
tiques, pratiques. (Euvre collective forgée dans 1’expérience, cette compo-
sante pratique de la technologie (notée dans la suite 6°) exprime et
capitalise la science de la communauté des praticiens confrontés dans les
mémes conditions matérielles et institutionnelles aux taches du type T,
elle en favorise la diffusion au sein du groupe. (p. 143)

Dans I’article cité, les deux composantes sont distinguées par la forme de
leur validation (par une théorie ou par 1’usage) mais aussi par leurs
fonctions. Je reviendrai successivement sur ces deux points, en commen-
¢ant dans cette partie par le second.

1.2. Les fonctions de la technologie d’une technique
Selon Y. Chevallard (1999), la technologie d’une technique est

un discours rationnel [...] ayant pour objet premier de justifier
« rationnellement » la technique 1, en nous assurant qu’elle permet bien
d’accomplir les taches du type T [...] une deuxiéme fonction de la
technologie est d’expliquer, de rendre intelligible, d’éclairer la technique.
[...] Enfin une derniére fonction correspond a un emploi plus actuel du

terme de technologie : la production de techniques. (pp. 226-227)

Trois fonctions sont ainsi considérées. Partant du corpus des savoirs liés a
la résolution de problémes mathématiques évoqués dans la section
précédente, je distingue pour ma part six fonctions dont on peut
considérer qu’elles sont ou non prises en charge par les verbes utilisés
dans la citation ci-dessus suivant le sens qu’on leur attribue. Aprés avoir
défini chacune d’entre elles, je I’illustrerai dans cette section par des
exemples concernant des utilisations en mathématiques de techniques
mathématiques. Dans la section 1.3, j’utiliserai les outils proposés pour
analyser sur un point particulier le contenu d’un cours d’automatisme.

Les savoirs technologiques d’un bloc [T, t] remplissent 1’'une ou
l’autre des fonctions suivantes : décrire, motiver, faciliter, valider,
expliquer, évaluer.
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1.2.1. Décrire la technique

1l s’agit ici de considérer la production d’un discours descriptif des gestes
qui composent une technique comme un fait de savoir non identifiable a
la maitrise de la technique elle-méme. L’¢laboration d’un systéme de
représentations, verbales et plus largement symboliques, des actions est
ici en jeu, systéme qui doit étre socialement partagé. La production de ces
langages et du descriptif qu’ils permettent me semble constituer une
composante décisive du processus de diffusion et transmission d’une
invention technique.

Pour illustrer mon propos, je m’intéresserai a un seul type de taches,
usuellement nommé probleme de construction, que je vais me contenter
de définir par un exemple : « Etant donné deux droites sécantes et un
point A n’appartenant a aucune de ces droites, construire tous les cercles
tangents aux deux droites et passant par A. »

Description de la méthode d’analyse-synthéese
Analyse : on suppose le probleme résolu et on établit par implications
successives une liste de propriétés vérifiées par un objet solution au
probléme. Synthése : on considere un objet vérifiant certaines des pro-
priétés rencontrées dans I’analyse et on montre qu’alors il est solution au
probléme posé ; les propriétés sont choisies de fagon a ce qu’il existe
un procédé connu de construction des objets les vérifiant.
1.2.2. Faciliter la mise en ceuvre de la technique
Les savoirs considérés ici permettent aux usagers d’utiliser avec efficacité
mais aussi dans un certain confort la technique. Ils sont porteurs
d’améliorations et d’avertissements permettant d’éviter erreurs et mal-
adresses connues comme fréquentes. Ce domaine de savoirs est le terrain
privilégié des élaborations technologiques d’utilisateurs. Il produit des
effets de reprise du descriptif, ’adaptent aux conditions particulieres du
contexte institutionnel d’utilisation et I’enrichissent de la mémoire des
expériences accumulées.

Faciliter la phase d’analyse : la figure d’étude
Une difficulté de la phase d’analyse est que le probléme n’étant pas
encore résolu, on ignore comment réaliser un dessin qui puisse servir de

support a I’étude. Une fagcon de résoudre ce probléme est de réaliser un
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dessin en ne respectant pas 1’ordre d’introduction des objets imposé par la

construction a réaliser.

1.2.3. Motiver la technique et les gestes qui la composent

On s’intéresse ici a des savoirs qui participent d’une intelligence des
fins : ce sont les buts atteints qui justifient rationnellement les gestes en
montrant leurs raisons d’étre. 1l s’agit d’écrire une histoire de la tech-
nique qui situe ses composantes les unes par rapport aux autres : pour
quoi (¢para qué?) accomplit-on tel geste a tel moment ? Les savoirs de
motivation sont aussi souvent des savoirs sur le type de taches puisqu’ils
en analysent les buts. Ils permettent d’anticiper les étapes a atteindre et
donc jouent un réle heuristique important lorsque la mise en ceuvre de la
technique nécessite des adaptations.

Motivation heuristique et logique de ’analyse

Si I’on n’a initialement aucune idée pour définir des objets candidats a
étre solutions, I’analyse permet d’obtenir des procédés de construction
possibles. Par ailleurs, elle fournit une condition nécessaire pour que des
objets soient solutions, contribuant donc au niveau logique a 1’établisse-

ment d’une équivalence.

1.2.4. Valider la technique

La fonction considérée correspond a ce qui est en général entendu sous le
terme justifier dans les textes qui définissent la notion de praxéologie. Il
s’agit de savoirs qui établissent que la technique et les gestes qui la
composent permettent bien d’atteindre les buts qui leur sont assignés.

Validation de I’analyse-synthése

L’analyse-synthese produit une nouvelle caractérisation de I’ensemble S
des objets que le probléme demande de construire car I’analyse définit un
ensemble de conditions nécessaires d’appartenance a S et la synthése
prouve qu’elles sont suffisantes. On aboutit donc a une condition néces-

saire et suffisante d’appartenance a S.

1.2.5. Expliquer la technique

Il est ici question d’une intelligence des causes. Il s’agit de savoirs qui
analysent comment il se fait que la technique et ses différents gestes
permettent bien d’atteindre les buts qui leur sont assignés.

Une explication complémentaire de la technique d’analyse-synthése
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On établit qu’un objet appartient a S si et seulement si il vérifie une
nouvelle liste de conditions, laquelle caractérise un ensemble S’. L’ana-
lyse montre que si un élément appartient a S, alors il appartient a S’,
autrement dit que S est inclus dans S, la synthése que si un élément
appartient a S', alors il appartient a S, autrement dit que S’ est inclus dans
S. Cette double inclusion prouve que les ensembles S et S’ coincident.

On sait depuis la diatribe des géomeétres autour des méthodes analytiques
de Descartes qu’il existe méme en mathématiques des validations qui
n’expliquent pas. Il existe aussi des explications qui ne valident pas,
parce qu’elles ne respectent pas complétement les normes de la validation
dans I’institution qui examine cette question de la validité (sur le role des
institutions voir la partie 2), en s’appuyant par exemple sur des analogies.
Elle contribue a la compréhension des causes par les sujets et est donc
tres liée a leur culture partagée.

1.2.6. Evaluer la technique

Les savoirs envisagés ici portent sur 1’étendue, les conditions et les
limites d’une technique relativement aux taches du type T, par compa-
raison avec d’autres techniques possibles s’il en existe. lls peuvent égale-
ment concerner 1’ergonomie de la technique du point de vue de ses
utilisateurs. Les fonctions évaluer, faciliter et motiver sont parfois intime-
ment associées : la mise en évidence de certaines difficultés (évaluer)
peut entrainer au bout d’un certain temps la production d’améliorations

(faciliter) dont la motivation est donc fournie par 1’évaluation.

Evaluation des techniques d’analyse-synthése et d’allégement des
contraintes

L’analyse-synthése est particuliérement intéressante dans le cas ou le but
est de construire I’ensemble des objets solutions du probléme (probléme
fort). Dans le cas d’un probléme faible (seule la construction d’une
solution est demandée), si on a une méthode pour construire une solution,
I’analyse-synthése n’est pas indispensable.

La technique d’allégement des contraintes est une fagcon d’obtenir une
solution. Elle est donc adaptée dans le cas faible. Dans le cas du probléme
fort, il reste a prouver que toutes les solutions construites conviennent
bien, ce qui est souvent délicat.
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Conformément a ce que j’indiquais (Castela, 2008), la prise en compte de
ces six fonctions technologiques conduit a intégrer dans la technologie
d’une technique mathématique des savoirs non validés par une théorie,
qui, étant directement liés a 1’utilisation de la technique, dépendent de
I’institution dans laquelle se déroule cette utilisation (désormais notée ).
Cette composante pratique 0° pourrait également étre qualifiée d’empi-
rique en reprenant I’usage que font Marianna Bosch et Josep Gascén
(2002) de cet adjectif pour qualifier la praxéologie didactique du profes-
seur «existant dans une institution concrete et un moment historique
déterminé, avec des caractéristiques et des limitations particulieres »
(p. 24). 6° est porteuse d’une généricité spécifique de I, C’est bien
d’ailleurs ainsi que certains proposent de considérer mon travail du point
de vue de la TAD : 6° est une production didactique qui n’a de raison
d’étre que dans une perspective d’enseignement. Dans la section suivante,
nous verrons comment I’utilisation d’une technique mathématique par
une science appliquée comme |’automatisme donne lieu au développe-
ment d’une technologie prenant en compte les conditions spécifiques du
domaine. Faut-il considérer que de tels savoirs institutionnellement
indexés ne relévent pas du modele proposé par la notion d’organisation
mathématique ? Une OM serait en quelque sorte une épure praxéo-
logique, libre de toute spécificité contextuelle et donc a la fois défonc-
tionnalisée et disponible pour toute refonctionnalisation dans des contex-
tes variés. Ce point de vue correspond bien a un état du savoir mathéma-
tiqgue académique, produit par un processus qu’il est intéressant de
prendre en compte. Je I’admettrai en utilisant I’expression praxéologies
mathématiques — et non OM — pour désigner les développements fonc-
tionnels auxquels donnent lieu les utilisations institutionnelles des OM,
ce qui de mon point de vue fournit un cadre de travail riche de
potentialités pour |’étude des processus transpositifs. Ainsi c’est un type
de taches didactique que de développer la praxéologie mathématique
issue d’une OM au programme, en I’enrichissant des savoirs pratiques qui
vont en favoriser I’utilisation par les éléves. C’est aussi une dimension de
la recherche en mathématiques que de créer les conditions d’usages
efficaces pour des questions nouvelles d’une OM récemment mise a
disposition. Si des ingénieurs s’emparent de la méme OM, ils ne
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produiront pas la méme praxéologie, singuliérement pas la méme
technologie pratique, ce que nous illustrerons maintenant.

1.3. Analyse d’une technologie de la technique de résolution des
équations différentielles linéaires a coefficients constants
par transformation de Laplace

Le cours dont j’extrais quelques €léments est intitulé « Asservissements
continus » %, Publié en ligne par Michel Verbreken (2005), il est destiné &
des étudiants d’IUT (institut universitaire de technologie, formant en
deux ans des techniciens supérieurs). La praxéologie dont il est question
est une praxeologie mathématique ; elle est présentée dans le cadre d’un
enseignement d’automatique. L automatique (lay), domaine scientifique
orienté vers les applications dans le monde industriel, utilise des
praxéologies mathématiques, qui subissent donc ainsi un premier effet
transpositif. Mais 1, produit elle-méme des praxéologies qui, a leur tour,
sont utilisées dans des domaines de recherche plus spécialisés (comme
par exemple I’électricité et la mécanique) et dans les mondes industriels.
Les praxéologies mathématiques poursuivent donc leur parcours
transpositif. Celui-ci se prolonge a des fins didactiques dans les institu-
tions de formation de techniciens et d’ingénieurs.

Pour comprendre ce qui suit, quelques éléments concernant les types
de taches traités par I’automatique sont nécessaires. J’emprunte ces
explications a I’auteur du cours analysé :

Notre probleme est donc d’asservir une grandeur physique y(t) [ce qui]
consiste a essayer d’obtenir y(t) = ye(t) ou y.(t) représente la loi de
consigne qu’on s’est fixée. [...] Avant de pouvoir asservir y(t), il faut
pouvoir agir sur y(t) par modification d’une grandeur de commande x(t).
[...]y(t) ne dépend pas seulement de x(t) mais est aussi sensible a d’autres
grandeurs qui varient de facon imprévisible et qu’on appelle pertur-
bations. [...] Quand une perturbation se manifeste, il faudra réagir sur la
commande pour rétablir y(t) a sa valeur consigne. Ceci ne peut étre
obtenu que par une boucle fermée. (pp. 2-3)

2. Dans sa thése, A. Romo Vazquez (2009) propose une étude comparée de plusieurs
textes de cours centrés sur la transformation de Laplace, dont celui qui est analysé ici. Le
point sur lequel je me focalise n’est pas regardé en détails dans son travail. Cependant, je
lui suis largement redevable des avancées présentées dans ce texte.
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La commande en boucle fermée suppose qu’un capteur transforme y(t) en
une nouvelle grandeur dont les variations doivent enclencher le processus
de correction. 1l est impératif que le capteur soit fiable (pas de distorsion
par rapport aux variations de y) et véloce, c’est-a-dire qu’il rende le plus
rapidement possible compte de I’évolution de y.

Je me propose maintenant de donner une idée du discours techno-
logique présenté dans le cours analysé, relativement a la technique de
résolution des équations différentielles par la transformée de Laplace,
cela a l'intention de lecteurs dont je suppose qu’ils ne sont familiers ni
avec le contexte de ’automatique ni avec la théorie mathématique
impliquée. Ceci me conduit a modifier 1’organisation originelle du texte
et & compléter le discours explicatif.

1.3.1. A propos de la constante de temps
Les éléments suivants relévent du chapitre 2 « Réponse temporelle des
systémes linéaires » :

Les systemes considérés sont tels qu’une relation différentielle lie les
grandeurs x(t) et y(t). Lorsqu’il s’agit d’une équation linéaire du premier
ordre a coefficients constants, celle-ci est présentée sous la forme
r-dy(t)/dt + y(t) = A-x(t) et z est appelée constante de temps. Si la fonction
d’entrée passe d’une valeur constante a une autre, c’est-a-dire vaut a-u(t)
(u(t) = 0 pour t < 0 et 1 pour t 2 0), la fonction de sortie, yina(t), est
Ying(t) = aA(1 - e‘t“)-u(t). Il faut un temps estimé a 7z pour que la
fonction de sortie soit elle-méme stabilisée. Lorsque le systéme en
question est le capteur contrdlant la grandeur asservie y(t) envisagée plus
haut, 7z est le temps nécessaire a une prise en compte fidéle d’une
variation de y. Cette affirmation est validée par la résolution d’une
équation e """ =0 /100 (& partir de 1 %, I’écart avec la valeur limite est
négligé).

Plus loin une partie est consacrée au cas ou la fonction x(t) est une
fonction linéaire at (rampe). Dans le cas d’une équation différentielle du
premier ordre, il est montré que la solution y(t) présente, une fois établi le
régime permanent, un décalage par rapport a la fonction x(t) :

L’erreur de trainage [c’est-a-dire la différence x(t) — y(t)] est proportion-

nelle a la constante de temps du systéme. Ainsi, si le systéme du premier
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ordre est un capteur dont la précision statique est supposée excellente, la
mesure d’une grandeur qui varie en forme de rampe peut étre erronée si la
constante de temps du capteur n’est pas négligeable. Pour une régulation
la constante de temps du capteur n’a pas d’importance capitale. Par contre
pour un asservissement ou la consigne varie en permanence, il faut que la
constante de temps du capteur soit négligeable. (pp. 26-27)

Ces éléments justifient I’intérét accordé a la constante de temps : elle doit
étre la plus petite possible pour obtenir une réactivité suffisante et limiter
I’effet retard (motiver) ; elle est le paramétre décisif parce que I’erreur de
trainage lui est proportionnelle (valider-expliquer).

1.3.2. A propos de la résolution des équations différentielles par la
transformée de Laplace

Les extraits examinés se situent dans le chapitre 1 : « Transformation de
Laplace. Relation Equation Différentielle-Fonction de transfert » :

Les éléments suivants devraient suffire pour comprendre ce qui est en
jeu: la transformation de Laplace est une application linéaire injective
définie sur un ensemble, que je ne spécifierai pas, de fonctions d’une
variable réelle ; sa propriété fondamentale est que si F(p) est la transfor-
mée d’une fonction f, la différence pF(p) — f(0) est celle de la dérivée f".
Cela a pour conséquence que par application de la transformation de
Laplace, une équation différentielle & coefficients constants

by + by Y Vet by by Y = A X™ A+ A XY+ g X+ g

y est, si toutes les conditions initiales sont nulles, transformée en 1’équa-
tion algébrique suivante :

by ™Y+ by p" Y+ by pY + bo Y =@y pPTX+ ap_y pTIX e+ 3 pX+ ag X,

ou Y et X désignent les transformées des fonctions x et y. Y étant donnée
par la formule Y = T(p)-X ou T(p), qu’on appelle fonction de transfert, est
un rapport de deux polynémes en p, la résolution de 1’équation différen-
tielle suppose de déterminer la fonction dont T(p)-X est la transformée de
Laplace. Ce type de taches est traité dans une partie intitulée « Transfor-
mation inverse » :

Trois méthodes s’offrent a nous, mais seulement la derniére sera
exploitée.
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[...] 1.8.3. Table de transformées de Laplace
C’est grace a cette table que nous pourrons exprimer les fonctions du
temps sans trop de calculs. Cette table est présentée a la page suivante.
Elle est parfaitement adaptée & nos besoins en Automatique. Evitez
d’utiliser une autre table qui renfermera des éléments inutiles et qui ne
donnera pas les fonctions sous leur forme canonique (évaluer, faciliter).
Pour les fonctions F(p) [la fonction dont on cherche I’inverse] compli-
quées il faudra faire une décomposition de cette fonction en une somme
d’éléments simples puis prendre I’originale de chaque élément afin d’en
faire a nouveau la somme (décrire).
Il est préférable d’exprimer une exponentielle en faisant apparaitre la
valeur de la constante de temps T plutét que son inverse a (évaluer,
faciliter). En effet nous montrerons au chapitre suivant que la durée de vie
de cette exponenticelle est égale a 7 fois t (motiver). Ceci nous oblige a
mettre F(p) sous une forme canonique en mettant toutes les constantes en
facteur (décrire, faciliter). Par exemple, on transformera (3p + 2) en
2(1 +1,5p), la valeur 1,5 représente alors la constante de temps (1,5 s) de
I’exponentielle qui interviendra dans la fonction f(t). Ainsi on sait qu’au
bout de 7 fois 1,5 soit a peu pres 10 secondes, I’exponentielle sera nulle
(motiver). (p. 15)

La derniere partie du chapitre suivant propose une description synthé-

tique de la technique, motivée par I’interprétation de la constante de

temps :

Nous avons montré que la réponse temporelle d’un systeme quelconque
peut étre considérée comme la somme de réponses de systemes élémen-
taires [...]. Donc c’est la constante de temps la plus grande qui détermine
la durée totale du régime transitoire: t, = 7tma [...] Il faut prendre
I’habitude d’écrire une fonction de transfert sous forme canonique
factorisée et ordonnée, de fagcon a mettre en évidence en premiére position
au dénominateur le facteur 1 + e p. (p. 27)
L’influence de I’institution d’utilisation sur la praxéologie mathématique
apparait clairement dans cet exemple. La technique mathématique est
modifiée (et donc également sa description) par rapport & la technique
initiale, telle qu’on peut la trouver exposée dans un cours de mathé-
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matiques pour ingénieurs ou, dans la décomposition en éléments simples,
les dénominateurs sont de la forme (p — p;)*. Les adaptations proposées
augmentent I’ergonomie de la technique compte tenu des besoins
spécifiques du contexte d’utilisation, ces motivations sont explicitées
dans le texte du cours en ligne, dont une des caractéristiques est
précisément le souci constant de motiver les praxéologies présentées et
d’en faciliter 1’utilisation.

2. Un modéle praxéologique élargi

Comme cela a déja été remarqué dans ce qui précede, la conception de la
technologie que j’ai présentée conduit a prendre en compte des savoirs
non validés par une théorie. Plus généralement le point de vue d’une
épistémologie de la cognition institutionnelle évoguée en introduction me
conduit a proposer une nouvelle modélisation. Une fois celle-ci définie
dans la section 2.1, je donnerai une idée de ce qui fait @ mes yeux son
intérét dans la section 2.2.

2.1. Présentation du modeéle

Il s’agit de faire explicitement apparaitre a la fois les différentes formes
de ressources praxéologiques socialement produites, les institutions qui
ont a faire avec la praxéologie P considérée et les processus de validation
et plus largement d’institutionnalisation de P réalisés dans et par ces
institutions.
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Figure 1. Modéle praxéologique élargi

On reconnait au centre une schématisation d’une praxéologie avec un
bloc pratico-technique et un bloc technologico-théorique clivé en deux
niveaux déterminés par le mode de validation des savoirs impliqués,
validations de natures différentes, associées a des institutions de fonctions
sociales différentes, ayant des rapports différents a P.

I, désigne des institutions utilisatrices de la praxéologie, c’est-a-dire
dans lesquelles le traitement de taches du type T reléve de la fonction
institutionnelle de certains sujets ; dans ces institutions ont lieu des

178



Dynamique des savoirs et développement du modéle praxéologique

processus de productions praxéologiques, notamment de validation
(figurés par la fleche associée a 1,), mais ceux-ci ne sont pas détachés de
I’action : ils répondent & des finalités directement liées a la pratique et
sont de nature empirique. La composante 6° de la technologie prend en
charge les savoirs explicites ainsi produits, ¢’est la composante pratique
ou empirique de la technologie.

I, désigne des institutions de recherche dont la fonction sociale est de
produire et valider des praxéologies et singuliérement des savoirs. Il
m’est arrivé de les nommer « institutions théoriciennes » en référence a la
racine étymologique theoros car une premiére caractéristique de ces
institutions est d’étre relativement & T en dehors de ’action. La fonction
des sujets des I; n’est pas de traiter les tdches de type T mais de produire
et valider des moyens de les traiter, ils sont donc en position de
chercheurs. Le rapport temporel & T étant différent de ce qu’il est dans I,
permet dans I, une organisation méthodique de la validation, ce qui me
conduit & nommer composante scientifique la composante technologique
produite dans ces institutions, notée 0*. Une partie de 0* est produite et
justifiée a partir d’une théorie scientifique et coincide donc avec la
composante théorique 6" (Castela, 2008). Mais en dehors des mathéma-
tiques, d’autres processus de validation sont reconnus dans les institutions
scientifiques : ainsi en résistance des matériaux, de trés nombreuses
formules en jeu dans le batiment résultent de processus de modélisation-
vérification expérimentale en laboratoire. Il doit étre envisagé comme
possible que la place de la théorie soit vide alors qu’il existe une
composante 0°, ou pour le moins que la théorie existante ne suffise pas a
valider 0. La question de la nature de la composante théorique des
praxéologies a été soulevée pendant le congrés. C’est & mes yeux une
question qui reste a travailler : certains éléments qu’une conception trés
large intégre a la théorie me semblent relever plutdt de niveaux de
détermination supérieurs, en commengant par celui de la discipline et des
paradigmes qui régissent son épistémologie ; dans le modele que je
propose, ils sont pris en charge par «I, et «I,.

La fleche qui lie I, et la praxéologie, singuliérement son bloc
technologico-théorique scientifique, manifeste que dans tous les cas,

méme 8’1l existe une théorie, la validation a une dimension institution-
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nelle, qui ne dérive pas du seul savoir. Les modes de validation eux-
mémes ne peuvent étre reconnus comme validant que depuis une instance
qui les dépasse. Si un savoir technologique peut étre validé par une
théorie, cette théorie elle-méme est 1’objet d’un processus institutionnel
de validation: du point de vue interne au champ théorique (est-elle
cohérente ?) et d’un point de vue externe, dans le domaine scientifique
(les prédictions qu’elle produit sont-elles vérifiées ?) et au-dela dans tous
les domaines d’utilisation (est-elle productive de progrés techniques ?).
L’intérét d’expliciter cette dimension est qu’elle permet d’introduire la
notion de paradigme dans le modele et d’envisager que des institutions
différentes puissent accepter des théories différentes.

Enfin la partie gauche du schéma explicite le fait que le développe-
ment praxéologique est initié par 1’existence d’un besoin institutionnel.

2.2. Défense de la proposition

Je tenterai maintenant I’exercice difficile de donner en peu de lignes une
idée du potentiel de ce modéle praxéologique élargi au-dela des deux cas
envisagés dans la partie | auquel il est évidemment adapté : dans le
premier, |, est une institution dont les sujets, mathématiciens ou éléves,
utilisent une technique mathématique pour traiter des questions mathéma-
tiques ; dans le second, c’est une institution scientifique, par exemple lay,
ou professionnelle au sein de laquelle les techniques servent dans des
situations d’asservissement.

En explicitant la diversité des savoirs suivant leurs modes de valida-
tion, cette nouvelle représentation fournit une grille d’analyse du discours
technologique relatif a une technique donnée qui conduit a prendre en
compte des éléments trop souvent négligés parce que non fondés en théo-
rie. Ainsi peut-on entreprendre de distinguer, dans une revue profession-
nelle ou dans une formation de professeur, le poids respectif donné a des
savoirs empiriques reconnus dans des cercles plus ou moins larges de la
profession, & des savoirs scientifiques liés a des théories scientifiques et a
ces savoirs intermédiaires, produits par exemple dans les IREM avec des
processus de validation qui les distinguent de la stricte empirie.

Ce modéle offre également un cadre pour analyser les processus
d’émergence dans lesquels sont produites des techniques relatives a des
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types de tdches mathématiques qu’aucune théorie mathématique ne per-
met de valider, ce que Maggy Schneider (2007) nomme des praxéologies
de modélisation : quelle est la technologie produite, sur quelles bases et
par quelle institution est-elle validée ? Ce questionnement est particu-
lierement intéressant dans le cas ou ces praxéologies sont développées en
dehors des institutions de recherche en mathématiques. Ainsi Oliver
Heaviside (1880-1887), chercheur en physique, introduit-il le calcul sym-
bolique pour résoudre des équations différentielles ; il le valide par induc-
tion en comparant les solutions symboliques avec les solutions explicites
connues et déterminées par des méthodes classiques de résolution. Il fau-
dra attendre la fin des années trente pour que I’emploi du calcul symbo-
liqgue soit justifié du point de vue des mathématiques, a partir des
intégrales de Carson et de Laplace. Des praxéologies mathématiques que
I’on peut qualifier d’incomplétes puisque non fondées par des théories
reconnues par ly (institution de recherche en mathématiques) peuvent
donc vivre dans d’autres institutions scientifiques, soutenues par une
technologie non théorique ou par une théorie non légitime du point de
vue de ly. L’enseignement de ces praxéologies, aujourd’hui mathéma-
tiguement complétes, dans le cadre de la formation de techniciens et
d’ingénieurs (Romo Vazquez, 2009), améne a s’intéresser aux technolo-
gies élaborées par les institutions utilisatrices : en effet, I’enseignement
de la théorie mathématique justificatrice est parfois trés lourd et on peut
dans certains contextes étre tenté de s’en passer. Il s’agit alors d’affronter,
dans le cas complexe ou plusieurs institutions sont impliquées dans le
processus de production de la praxéologie originale, qu’il faut transposer
pour I’enseigner, la question plus générale du renouvellement a des fins
didactiques du bloc 6° < © reconnu par ly.

Des réponses diverses sont apportées a cette question. Une étude
comparative de I’enseignement de la géométrie en France et au Chili par
C. Castela et al. (2006) montre par exemple que, dans le domaine de la
géométrie, les deux pays ont adopté deux options tres différentes. En
France, dés les premieres années du collége, il est choisi de faire entrer
les éléves dans le paradigme de la science mathématique, c’est-a-dire de
reconnaitre la seule démonstration comme moyen de validation. Dans le
cas ou un théoreme ne peut pas étre établi a partir du corpus des résultats
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disponibles, ce théoréme est déclaré admis, statut figurant explicitement
dans les instructions. On peut dire que dans ce cas I’incomplétude de la
praxéologie est assumée, la théorie manque, c’est ’invocation de la
garantie experte qui s’y substitue. Si des validations locales ou expéri-
mentales par mesures sur dessins sont proposees, elles expliquent mais ne
valident pas. Au Chili, I’approche est autre. Tout au long de la scolarité
obligatoire (jusqu’a 18 ans), y compris quand, en segundo medio (10°
année de scolarité), la démonstration commence a apparaitre comme
objectif d’apprentissage, des modalités expérimentales de validation sont
acceptées, sans jamais étre mises totalement a 1’écart ; le raisonnement
est seulement peu a peu présenté comme préférable; le statut de
théoréme admis n’existe pas. Le niveau théorique est occupé mais il ne
fonctionne pas selon le paradigme des mathématiques académiques.
Pourtant les déclarations d’intentions officielles dans les deux pays sont
semblables. Quel jeu de déterminations fait-il qu’au Chili puisse étre
institutionnellement validé pour 1’enseignement un paradigme mathéma-
tigue mixte ? Puisque la transposition didactique substitue au bloc
0% < O, validé par la communauté experte ly, un bloc 0** - @* basé sur
un paradigme différent, dans quelle institution noosphérienne concrete
I” ce bloc a-t-il été légitimé ? Quels processus historiques peuvent-ils
expliquer que la double détermination de 1, par la communauté savante
Iy et par ’Ecole, institution utilisatrice, aient des effets si différents dans
ces deux pays ?

L’élargissement du modéle praxéologique aux institutions et aux
processus de validation attire I’attention sur de telles questions relatives
aux processus transpositifs accompagnant la circulation inter-institution-
nelle des praxéologies. Parce que, comme d’autres, les schémas m’aident
a penser, j’en proposerai la représentation suivante ou le symbole * expri-
me I’existence d’une transposition de la praxéologie initiale :

[T* N R
Loep < lu ly

Figure 2. Praxéologie mathématique transposée
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Ce schéma est selon moi porteur d’incitations a introduire des probléma-
tiques de recherche concernant 1’histoire des curriculums telles qu’évo-
quées ci-dessus a propos du Chili mais aussi 1’écologie de certaines
réformes cherchant a substituer au bloc technologico-théorique validé par
Im un nouveau bloc fonctionnant selon un paradigme différent : dans
quelle institution, a partir de quels critéres de Iégitimation, le nouveau
bloc peut-il étre reconnu ? Quel rdle une institution de recherche en
didactique des mathématiques peut-elle jouer dans le processus ?

3. Conclusion : Prendre en compte la contribution
praxéologique des sujets

J’espére avoir montré dans ce texte que le modele praxéologique élargi
est de nature & mieux prendre en compte dans le cadre de la TAD, d’une
part la diversité des savoirs socialement produits a propos des techniques
disponibles, dans les phases d’émergence d’abord, d’utilisations
institutionnelles ensuite, et d’autre part, les processus multi-institu-
tionnels d’institutionnalisation des praxéologies. Je voudrais pour termi-
ner montrer pourquoi ce modeéle contribue a la prise en compte des sujets
dans la TAD qu’Alain Mercier avait appelée de ses veeux au congres
d’Uzés (2007). 1l faut pour cela mettre a jour la réalité institutionnelle
cachée sous les symbolismes I, et surtout I,. Les processus d’élaboration
praxéologique et de validation se déroulent dans une chaine d’institutions
emboitées et selon une chronologie qu’il faut envisager a priori comme
complexe. Je vais ainsi postuler qu’au sein d’une institution utilisatrice I,
les sujets peuvent localement constituer des communautés de pratiques
(Wenger, 1998) stables, identifiables dans certains cas a des institutions
en ce sens qu’elles ressourcent et encadrent le travail que leurs membres
réalisent. Ces communautés inscrivent leur travail dans le cadre déter-
miné par la praxéologie instituée dans et par |, elles en respectent a priori
les normes et profitent des ressources gu’elle met a leur disposition. En
particulier, les sujets n’ont pas a reprendre le processus de validation,
c’est une question réglée par I, qui est garante de la praxéologie. Mais ces
communautés sont en méme temps le lieu privilégié du développement
du niveau pratique et empirique des praxéologies, pour utiliser au mieux

les marges de manceuvre laissées par les normes en temps ordinaire, pour
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affronter les désajustements de la technique instituée aux conditions
effectives de travail lorsque celles-ci évoluent. Ainsi I’introduction du
niveau empirique permet de prendre en compte dans la théorie la contri-
bution, non pas des sujets individuels, mais des communautés de sujets de
Iy, au développement des institutions praxéologiques.

Références

Bosch, M. & Gascon, J. (2002). Organiser 1’étude. Théories & empiries.
Dans J.-L. Dorier, M. Artaud, M. Artigue, R. Berthelot & R. Floris
(Eds), Actes de la XI® école d’été de didactique des mathématiques
(pp. 23-40). Grenoble, France : La Pensée sauvage.

Cantoral, R., Farfan, R. M., Lezama, J. & Martinez Sierra, G. (2006).
Socioepistemologia y representacion: algunos ejemplos. Relime 9(1),
83-102.

Castela, C. (2007). Travail de la question des enjeux non explicités
d’apprentissage avec les outils de la théorie anthropologique.
Curriculum et chronogenése praxique. Dans L. Ruiz Higueras,
A. Estepa & F.J. Garcia (Eds), Sociedad, escuela y matematicas.
Aportaciones de la teoria antropoldgica de lo didactico (pp. 117-138).
Jaén : Publicaciones de la Universidad de Jaén.

Castela, C. (2008). Travailler avec, travailler sur la notion de praxéologie
mathématique pour décrire les besoins d’apprentissage ignorés par les
institutions d’enseignement. Recherches en didactique des mathé-
matiques, 28(2), 135-182.

Castela, C., Consigliere, L., Guzman, I., Houdement, C., Kuzniak, A. &
Rauscher, J.-C. (2006). Paradigmes géométriques et géométrie en-
seignée au Chili et en France. Une étude comparative de 1’enseigne-
ment de la géométrie dans les systémes scolaires chilien et frangais.
Cahier de Didirem Spécial n° 6. Paris : IREM de Paris 7.

Chevallard, Y. (1999). L’analyse des pratiques enseignantes en théorie
anthropologique du didactique. Recherches en didactiqgue des
mathématiques, 19(2), 221-266.

Chevallard, Y. (2002). Organiser 1’étude. Structures & fonctions. Dans
J.-L. Dorier, M. Artaud, M. Artigue, R. Berthelot & R. Floris (Eds),

184



Dynamique des savoirs et développement du modéle praxéologique

Actes de la XI® école d’été de didactique des mathématiques (pp.
3-22). Grenoble, France : La Pensée sauvage.

Chevallard, Y. (2007). Passé et présent de la théorie anthropologique du
didactique. Dans L. Ruiz Higueras, A. Estepa & F.J. Garcia (Eds),
Sociedad, escuela y matematicas. Aportaciones de la teoria antropo-
I6gica de lo didactico (pp. 705-746). Jaén : Publicaciones de la Uni-
versidad de Jaén.

Dorier, J.-L. (Ed.). (1997). L enseignement de I’algébre linéaire en ques-
tion. Grenoble, France : La Pensée sauvage.

Romo Vazquez, A. (2009). La formation mathématique des futurs ingé-
nieurs (Thése de doctorat), Université de Paris 7.
http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00470285/en/

Schoenfeld, A. H. (1985). Mathematical Problem Solving. Orlando, FL :
Academic Press.

Wenger, E. (1998). Community of practice: Learning, meaning and
identity. Cambridge, Royaume-Uni : Cambridge University Press.

Verbeken, M. (2005). Cours d’automatique. LeS asservissements conti-
nus.
http://public.iutenligne.net/automatique/verbeken/CoursAU_MV/gene
ral/cours.pdf

Schneider, M. (2007). Entre recherche et développement : quel choix de
valeurs pour I’ingénierie curriculaire ? Dans J. Trgalova, G. Aldon,
G. Gueudet & Y. Matheron (Eds), Ressources pour l’enseignement
des mathématiques : conception, usage, partage (pp. 21-36).
http://www.inrp.fr/publications/edition-electronique/documents-
travaux-recherche-education/BR062.pdf

185






Museographic transposition: Discussing scholarly
knowledge of biodiversity in the organisation
of museum exhibitions
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Résumé. Cet article aborde 1’étude de questions actuellement a ’ordre du jour
concernant les caractéristiques du savoir savant relatif a la biodiversité mis en jeu
dans I’organisation d’expositions dans les musées de sciences. Nous présentons
brievement les aspects pertinents de la polysémie du concept de biodiversité et la
maniere dont, du point de vue historique, la diversité de la vie est donnée a voir
dans les musées, notamment par des dioramas, regardés comme dispositifs
d’exposition jouant un role éducatif important. Nous abordons aussi certains
aspects lies aux processus de transposition museographique et a une analyse
praxéologique des dioramas.

Resumen. Este articulo tiene como objetivo abordar los cuestionamientos
actuales sobre la caracterizacion del saber sabio relacionado con el concepto de
biodiversidad en la organizacion de exposiciones en museos de ciencias.
Presentamos brevemente los aspectos pertinentes de la polisemia del concepto de
biodiversidad y de la manera en que, desde el punto de vista histérico, la
diversidad de la vida viene siendo expuesta en museos, en especial por dioramas,
considerados como aparatos expositivos con un papel educativo significativo.
Abordamos también aspectos relacionados con los procesos de transposicién
museogréfica y un andlisis praxeoldgico de los dioramas.

Abstract. The aim of this article is to address present issues concerning the
characteristics of scholarly knowledge related to the concept of biodiversity in
the organisation of science museum exhibitions. We show that themes such as
biodiversity challenge the unambiguity of scholarly knowledge by unveiling its
heterogeneity—a heterogeneity that is in its turn influenced by both scientific
and social aspects. We briefly present the polysemy of the concept of
biodiversity and how, from a historical point of view, the diversity of life has
been exhibited in museums especially by using dioramas, which are considered
educational display devices. We will also address aspects relating to processes of
museographic transposition and a praxeological analysis of dioramas.
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1. Method

We studied dioramas in two museums: the Natural History Museum of
Capdo da Imbuia (Parana, Brazil) and the Museum of Sciences and
Technology of the Catholic Pontifical University of Rio Grande do Sul.
We carried out a qualitative survey in which data were collected from
semi-structured interviews with scientists who study biodiversity and
from the analysis of extracts from books and manuals that treat the theme
of biodiversity. Here, the aim was to map the scholarly knowledge on
biodiversity. We also interviewed exhibition staff at each museum we
studied to collect information on the production process of dioramas.
Finally, we studied the dioramas in the two museums and analysed the
official documents of the institutions. The categories for analysis were
constructed from the collected data on the basis of theoretical considera-
tions of biodiversity and the theory of museographic transposition.

The main focus of this article is the status of scholarly knowledge.
Therefore, from the data collected in our investigative universe we will
focus only on the interviews conducted with scientists that study bio-
diversity and books and manuals that define the concept. The texts
chosen are widely used in academia—they are scientific and also for
dissemination. Our research of these materials shows that when authors
define biodiversity they often characterise its structure in organisational
levels, and discuss which values may be assigned to the concept when
addressing it. These aspects were used as a guide for us to prepare the
categories of analysis which are divided into two major axes: biodiversity
organisational levels—genetic, species and ecosystem diversity, and bio-
diversity values—economic, ecological and conservationist values. Three
researchers from the Institute of Biosciences of the University of Séo
Paulo, who were chosen from different departments: genetics, ecology
and botany, were interviewed. The choice of subjects from different areas
of biology was intended to enrich the investigation of how biodiversity is
studied and interpreted in the scientific and academic spheres.

Based on the data we produced on how biodiversity is presented and
discussed in the scientific and academic fields, we noted peculiarities in
what refers to the conception of scholarly knowledge in the theory of
didactic transposition.

188



Museographic transposition: Discussing scholarly knowledge of biodiversity

2. Biodiversity and natural history museums

Due to the long-time and wide use of the term biodiversity, it has become
imprecise as a concept within the scientific community, in particular in
biology. Since its origin, the definition of biodiversity has been a focus of
discussion in scientific scope and the term amplified its impact as a result
of the Rio Earth Summit held in Brazil in 1992. In that Summit, the
“Convention on Biological Diversity” or CBD was ratified and recog-
nised as the first world agreement aimed at a sustainable use of all
biodiversity components. In Leonardo Basso Oliveira’s opinion (2005),
the meeting “represented a dividing of the waters and enabled a widening
of the meaning of the term which went on to be used in other social,
political, and economic contexts” (p. 43).

Although there is an agreement on the meaning of the term bio-
diversity, we still do not have a consensus on its use among biologists
(Motokane, 2005). Corroborating this idea, Gaston (1996) goes a little bit
further, pointing out the unlikelihood of assigning the term a common
denominator. Weelie and Walls (2002) are categorical when they say that
biodiversity is an ill-defined concept, unable to offer a simple or univer-
sally applicable definition of the term. They go on to say that it is not
difficult to find scientific, political or symbolic meanings all being used
by the same person. Oliveira (2005), in turn, attributes this condition to
the wider function the concept has, as there is no consensus in the
different contexts in which it is used. In his analysis of the conceptions of
biodiversity by teachers from different levels (elementary, secondary, and
higher education), it was seen that a teacher’s construction of a biodiver-
sity concept is strongly related to the context and the teacher’s own
references.

The non-conformity in the field of biology mentioned in the works
above, together with the popularisation of the term observed following
the CBD, demonstrates how wide the concept of biodiversity is, and that
it is not exclusive to biology and even less so to science. Although it
originated from the concern with environmental changes that arose in the
field of biology, we cannot deny the magnitude of the concept in society.
However, in determining how precise it is as a concept we can only agree
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with Gaston (1996), who states that terminology mainly serves as a
convenient human construction.

This adoption of concepts by actors outside the scientific context is a
recurring event; however working with concepts outside this scope seems
to be more and more challenging and at the same time necessary at
different educational levels. At present, some concepts such as that of
stem cells are being discussed beyond the academic environment namely
in schools, in the media and at exhibitions. The word biodiversity was
“inflated” and presently goes beyond scientific limits with new meanings
being incorporated which in turn have demanded new educational
strategies from organisations that intend to use it as a tool of articulation
in education for science.

In light of the specific characteristics that the concept of biodiversity
assumes in the different contexts where it circulates, we must understand
how the changes it undergoes are processed because it is a widely used
term both in academia and in communication and in education. In order
to map how the concept changes, the aim of this study is to analyse how
science and non-formal scientific and educational organisations work
with the theme of biodiversity.

Museums, in particular those of natural history, from the beginning
established a relationship with the diversity of life on the planet. In
addition, also from the beginning, museums have enabled contact
between the public and the wealth of their collections and exhibitions.
This legacy originated in private collections of noble Europeans in the
16™ century. Having no scientific purpose at that time, these collections
represented social status for those who owned them. Another value given
to them was to be able to appreciate all the richness that God had put on
earth to the benefit of mankind. These collections, formed by samples of
plants, animals and historical objects, later formed the basis of the famous
Cabinets of Curiosities whose goal was to exhibit all “things in the
world”. The 17" century was marked by great expeditions followed by a
significant increase in the collections of animals and plants leading to the
construction of buildings intended to house them (Braganca Gil, 1988;
Merhoff, 1997). The development of Natural History as a science in the
18™ and 19" century led to the construction of various museums around
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the world with a view to safeguarding life diversity by means of their
collections. Up to this moment the collection was also an exhibition—
there was no distinction between them.

Natural history museums were virtually the first places to register and
document life diversity. Mehrhoff (1997) points out that these places
constitute important documents of the diversity that has existed on the
planet, as large parts of what we currently know originate here. Further,
museums continue to provide new information because they continuously
receive new specimens and have species classified in their collections.
Mehrhoff further states that the real value of collections lies in the fact
that they represent irreplaceable knowledge on life diversity, a document
of biodiversity in time and space, and to preserve them will help us to
understand the richness of life on earth.

In Mehrhoff’s opinion (1997), rather than seeking to promote such
understanding, museums should seek with their exhibitions to arouse
people’s interest in biodiversity. In our opinion, this is the major challen-
ge that is faced today not only by natural history museums but by any
museum that proposes to exhibit biodiversity. Museums are structured
and organised to combine their needs as research institutions with estab-
lishing a space of relationship with the public via exhibitions. This clear
intention of the best possible public education brought to museums new
professionals and consequently new and different interests in developing
exhibitions with themes as comprehensive as that of biodiversity.

An example of how a new scientific trend is reflected in natural
history museums in this novel structure is the consolidation which took
place in the 20" century of ecology as a scientific procedure. At that time,
according to Van Praét (1989), studies relating to a species no longer
focused on the organism per se, but on its relation with the environment.
In order to exhibit this complexity museums used new resources such as
dioramas in order to exhibit to the public a representation of nature,
including among other aspects new values such as conservation and
biological relations that went beyond the diversity of organisms (Van
Praét, 1989). In the present survey, we analysed these objects as impor-
tant milestones in the change of natural history museums into educational
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places in which the intention of teaching and divulging biological
concepts was materialised.

3. Dioramas: a brief history and its educational potential

The term diorama comes from the Greek with dia meaning “through” and
horama “to see”. It emerged in the theatre in the early 1800’s when
theatre professionals built sceneries with translucent structures in order to
create greater realism or include more details into the production. Its
migration to museums originated in the need to exhibit a representation of
the natural environment to visitors. This need resulted from the increased
focus on ecology in the scientific environment as discussed above.
However, in order for the diorama to become a viable museum exhibition
tool, a convergence of factors that would enable its success was neces-
sary, such as a specialisation of taxidermists and painters geared to the
construction of these devices. In short, the emergence of dioramas
brought to museums a mixture of professionals with new profiles for a
new way of exhibiting in detail the richness of life and complexity of the
environments that science was studying.

Since then, dioramas have been widely disseminated in museums and
as a result have been attributed different definitions. The literature that
seeks to define dioramas likens them to the idea of representation (Lurie,
1983; Shon, 1987; Asensio & Pol, 1996; Ash, 2004; Breslof, 2005). We
also point out that for some authors this representation includes the real
object, the proper specimen, whereas for others this aspect is not so
evident; however, they all underscore the importance of the scale of the
objects that are presented in their real size.

Regarding the impact on the public, writers point out that in addition
to an environmental representation, dioramas played an important role in
reminding the public to preserve nature as well as enabling contact with
the environment that perhaps many of these people have never come
across (Ash, 2004; Breslof, 2005; Quinn, 2008).

The intention to reach people is a strong indication of use of dioramas
as educational objects in museums. In Ash’s opinion (2004), the intention
to educate people all over the world is the main motivation for the
existence of these resources:
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Learners are encouraged by dioramas to observe, point at, seek more
information and raise questions. As they start to link their own experien-
ces lived with the artefacts in the dioramas, they can personalize concepts
such as conservation of habitats and species. All this through observa-
tions, questions, explanations and other processes. (pp. 84-85)

In Ash’s opinion, dioramas promote an interactivity of visitors with the
scientific aspects involved because according to her the behaviour of an
observer is similar to how a naturalist observes a new environment.
Quinn (2008) corroborates this view in his comment about the proximity
of a diorama with the natural environment and what this may arouse in
visitors. In Quinn’s (2008) opinion this potential is the result of the
exactness with which a diorama represents an environment: “This is
possible because dioramas bring more faithful representations than zoos,
for example, they re-create the space where organisms are found more
precisely” (p. 1).

However, authors like Van Praét (1989) bring up some aspects that
put dioramas in another perspective. In his opinion, the ecological
conceptions that the public may construct when they observe a diorama
are much closer to those of the exhibition developers than those of
scientists.

As described earlier, the intention of educating visitors through
dioramas is ubiquitous. However, in the present study we observed that
although they appear to be static objects, some visitors believe that
dioramas are interactive, reinforcing even further their educational role.
This characteristic is believed to lie in the potential to transpose and/or
“take” the visitor to the natural environment reproduced there. The
combination of scientific and artistic knowledge aiming at giving greater
relevance to dioramas is also a strong indication that this exhibition form
was conceived for educational purposes. The question whether dioramas
reflect what science produces, or whether they are only recreations to
entertain and educate the public reinforces even further how important
they are for museums, and, to us, are a significant indication of the
educational intention behind them. From this perspective, it is important
to analyse the didactic transposition process of scientific knowledge into
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the knowledge mediated by museum exhibitions especially in the
development of dioramas.

4. Didactic transposition in museums or museographic
transposition

In her doctoral dissertation, Marandino (2001) studied the issue of
transformation and production of knowledge in non-formal educational
spaces such as museums. In continuation of this investigation theme, she
has developed other works with the aim of consolidating the idea that
these educational spaces have their own epistemology for production of
knowledge in the field of education (Marandino, 2004, 2006).

In a literature review informing her study, Marandino (2001) showed
that some authors acknowledged the presence of didactic transposition in
museums, although none of them analysed the transposition processes to
the extent that Yves Chevallard (1991) did in school contexts.
Simonneaux and Jacobi (1997), using Chevallard’s work, proposed the
term museographic transposition in their study of the production of
posters at a biotechnology exhibition. Here, the authors conducted a
formative evaluation of a biotechnology exhibition and showed that the
museographic transposition is a process that involves different elements
such as space, language, concepts and texts.

Asensio and Pol (1999) described exhibit transposition as the complex
adequacy whereby scientific knowledge continues to be exhibited and
received by the public at an exhibition. The authors clearly state that
when studying didactic transposition in museums, it is important to take
into account the characteristics of these locations because they are
distinct from schools.

Marandino (2001) concluded that scientific knowledge is just one of
the various types of knowledge involved in the construction of science
museum exhibitions. She further states that organising exhibitions is a
game of power between the various types of knowledge involved in the
production where some are legitimate and others are not.

Another study that addresses transposition of scientific knowledge in
museums is that of Sousa et al. (2002). The aim of this research was to
investigate the transposition of scientific knowledge for two exhibitions
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at the Museum of Astronomy and Related Sciences (Museu de Astro-
nomia e Ciéncias Afins [MAST]). The authors were guided by the
following questions: What are the steps in the process of museographic
transposition? How do we establish the relationship between knowledge
to be mediated and the communicational resources in the process of
museographic transposition? The authors recorded how selected concepts
were treated in the scientific reference knowledge and also how these
concepts were exhibited. In addition, they studied the observations made
by families who visited the exhibitions and conducted interviews with
them.

In light of the preceding discussion of knowledge transformation in
exhibition development, we asked ourselves what led to the belief that
dioramas undergo a transposition process. At first, as shown, it was clear
that dioramas are used as educational tools in museums. The history of
the museums reveals the educational rationale for introducing dioramas in
exhibitions: as a way to contextualise the organisms and the environment
and facilitate the comprehension of the biological information to the
public (Van Praét, 1989).

Using the anthropological theory of the didactic as reference to
understand a diorama as an educational tool, one could say that this
object has a didactic organisation—a praxeology (Chevallard, 2007;
Artigue & Winslgw, 2009). In our case, as the diorama is about
biodiversity, it is possible to identify parts of its praxeology. As
Chevallard (2007) points out:

A praxeology is essentially made up of two parts, the praxis part and the
logos part. Each part in its turn consists of two components. The praxis
part is the union of a type of task (such as solving quadratic equations,
blowing one’s nose, composing a fugue) and a technique—a way of
doing—which purportedly allows one to carry out at least some tasks of
the given type—those in the “scope” of the technique. The logos part is
the union of a whole set of notions and arguments arranged into a more or
less rational “discourse” (logos), the so-called technology of the techni-
que, which is intended to provide justification for the technique. (p. 133)

In the case of biodiversity dioramas seen as praxeologies, one could say
that the praxis part is composed by a task—to expose the diversity of
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organisms and environment—and a techniqgue—knowledge about animals
taxidermy and plants conservation, woodwork, plastic art, painting, how
to write a label or a panel. The logos part is composed by the rational
discourse of biodiversity—which, as we will see, is not homogenous—
and the technology—the knowledge from the fields of museology and
museography, communication, design, arts, which provides justification
for the technique.

The production of a diorama is a praxeology, which involves many
techniques related to the way the objects are prepared—animal taxi-
dermy, conserved plants, painting of the environment or ecosystem. In
fact, there is a distance between the organisms intended for scientific
research produced by museums, and the organisms used for design of
dioramas since the production of these latter is subject to the influence of
exhibition-related constraints, something that does not happen with
material intended only for collection.

These aspects mark the complete dissociation between research that is
collection-oriented and research with mediational and educational
purposes (Van Praét, 1989). Thus, dioramas are kept apart from specific
interests of scientific research and closer to those that seem to be more
targeted towards public exhibition. However, authors like Quinn (2008)
and Ash (2004) are clear when they state that what makes dioramas
effective in representing an environment results from information
obtained from scientific research. This aspect emphasises the important
link with scientific knowledge and at the same time distances the diorama
from it because of the educational and dissemination objectives of the
exhibitions.

In other words, to create a diorama is to be concerned with both
scientific and educational questions—logos and praxis. This charac-
teristic—the dual focus on educational apprehendability and scientific
rigour—Ilocated in the development process of a diorama, provides
evidence of the existence of a process of transformation of knowledge.
A possible conflict of interests may exist regarding what researchers and
educators perceive as being more relevant to exhibition. This conflict
may in turn ensure something similar to Chevallard’s (1991) notion of
epistemological vigilance in the development of a diorama. Thus, those
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actors—researchers and teachers—participate, among others, in the
noosphere of the museum exhibition which is regulated by cultural,
science and technology and educational policies from state, city or
region, the history of the museums and of each institution, and other
elements (Marandino, 2001)—all of which represent the levels of didactic
determination (Artigue and Winslgw, 2009).

5. Biodiversity in scholarly knowledge

One of the main aspects in the study of didactic transposition is to outline
the origin of knowledge—scholarly knowledge. It is important to outline
that, as Chevallard (2007) proposes, the knowledge should not be seen as
something homogeneous, isotropic or unquestionable. However, many
teachers seem to hold this view. Understanding that scholarly knowledge
is epistemologically heterogeneous and recognising political, ideological,
sociological and cultural influences it receives is a way to demystify this
idea.

As we have seen, scholarly knowledge in our research represents the
discourse of scientists who work on biodiversity and the books and
manuals used in higher education which seek to define this concept. The
present survey identified at first that biodiversity is expressed both in
conceptual terms as well as in relation to the values attributed to it.
Furthermore, we analysed the relationship between what is found in the
studied literature and the conceptions of interviewees in relation to both
biodiversity concepts and values.

We constructed a categorisation scheme regarding the definition of
biodiversity in the books and in the manuals consulted. A common
characteristic is present in these works which is that of structuring the
concept of biodiversity at the organisation levels: genetic diversity;
species diversity; ecosystems diversity. This perspective was also found
by Oliveira (2005) in a historical survey of the concept. As a rule, the
levels are interlinked and structured hierarchically because they describe
different aspects of the life system ranging from the most specific to the
most complex level which addresses the relationship between organisms.

The values attributed to biodiversity refer, according to the texts
studied, to the reasons that led us to be interested in biodiversity. We
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have identified that economic, ecological and conservationist values are
the most recurring.

In contrast, the opinion of researchers is that the levels of biodiversity
are one among many ways of conceptualising biodiversity, or more
generally expressing the magnitude of biodiversity rather than a structure
more concerned with formal definitions. Another point that was
expressed is that definitions do not always show all levels of biodiversity,
nor did the interviewees emphasise the hierarchic nature of the term
which is common in the literature.

Among the three levels of biodiversity studied, we identified the level
of species as the most recurring in the discourse of researchers. However,
when they expanded on their ideas and perceptions of what biodiversity
is, the other levels were mentioned. In relation to the values of bio-
diversity analysed in the interviews we found a slight emphasis on
economic value. In one of the cases, the interviewee in his discourse
associated the economic factor with that of conservation, where the
former can trigger people’s interest in the maintenance of biodiversity.
One of the interviewees regarded cultural, historical, and social aspects as
biodiversity values. He presented man as a creating and modifying agent
of the diversity we know, outlining the different manners in which man
relates to the environment. This aspect indicates how diverse the ways of
attributing a value to biodiversity can be.

The effort made to identify how close or how distant what we see in
literature with what researchers who study biodiversity say are, with
respect to concept and values, results from the need to express how
scholarly knowledge is configured.

Since various information sources may be employed for organising an
exhibition, we sought to reflect this variety by mapping several of them in
order to characterise the nature of scholarly knowledge on biodiversity.
Such sources may be scientific articles and academic manuals, reference
texts and materials to be divulged, but also oral communications by
researchers from research institutes, universities or even museums. The
selected sources reinforced the existence of a polysemy of the concept of
biodiversity in the reference knowledge. In short, what we are assuming
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is that the idea of biodiversity is composed of different shades that are
influenced by both scientific and social discourse.

The heterogeneity in scholarly knowledge was identified by
Chevallard (1997) and other authors with respect to the social and
historical construction of this knowledge as well as the influence of social
practices in its constitution. According to Caillot (1996), in the school
environment scholarly knowledge is not necessarily the only reference
knowledge and it can be formed, for example, by social practices that
permeate this environment. According to Chevallard,

in social life, a question is raised, in some institution, and persons in that
institution try to do something in order to provide an answer to that
question. The question is not intended to belong to any established field
of study—it can be anything relating to any social practice. The answer
that is being looked for has the structure of a praxeology, or of a fragment
of a praxeology, or is a piece of a praxeological complex.

The non-linearity of scholarly knowledge was emphasised by Marandino
et al. (2003) where the authors’ goal was to analyse the transposition of
scientific knowledge especially with respect to the concepts of days and
nights and seasons of the year for two exhibitions at MAST. One of the
emergent points was that depending on the concept that was addressed,
reference knowledge arises from “various areas of knowledge”, which
leads us to reflect on what this knowledge is since it does not always
correspond to one single field of scientific production. The authors state
that “this survey seems to point to how important it is to consider the
peculiarities of the various areas of knowledge when seeking the know-
ledge of reference of certain concepts” (Marandino et al., 2003, p. 181).

Based on our analysis of the distances and proximities between texts
that address biodiversity and conceptions of researchers with respect to
the theme, we have identified that the aspects present in the scholarly
knowledge corroborate what was evidenced in the works that challenge
its homogeneity.

In relation to dioramas, our studies indicate that in this production
scientific knowledge on biodiversity undergoes transposition processes
since the information related to biodiversity in exhibits is not the same as
the information contained in scientific collections although it originates
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from it. The process of creating a diorama produces didactic materials
and accordingly, there occurs a process of transposition. Faced with the
importance of dioramas in depicting biodiversity, it is appropriate to
investigate how the concept has been addressed in these exhibition
devices. Future research challenges aim at identifying whether these
exhibition devices incorporate the different scientific meanings, if they
emphasise some of them or if they present ideas and notions distinct from
scholarly knowledge.
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Résumé. L’idée de transposition didactique est d’abord apparue dans les
recherches sur 1’enseignement scolaire des sciences, mais son utilisation s’avére
aussi pertinente dans des contextes d’apprentissage informel tel celui des
museées. Au cours de la décennie passée, des chercheurs ont utilisé le cadre de la
transposition muséographique pour étudier comment sont créées les expositions
dans les musées. Ce cadre s’est progressivement développé dans trois directions
qui mettent respectivement 1’accent sur I’épistémologie, la sémiotique et la
sociologie. Nous passons en revue les travaux existants sur la transposition
muséographique pour illustrer ces trois directions et discuter les mérites de
chacune d’entre elles.

Resumen. La idea de transposicién didactica surgio inicialmente en el area de la
investigacidn educativa en ciencias, en el contexto escolar; pero tiene también
relevancia en contextos de educacion informal, como es el caso de los museos.
En la década pasada algunos investigadores usaron el marco de la transposicién
museografica para estudiar como se creaban las exposiciones en los museos. Esta
base tedrica se ha ido desarrollando gradualmente en tres direcciones, que se
centran respectivamente en la epistemologia, la semiotica y la sociologia.
Hacemos aqui una revision de los trabajos existentes en el area de la
transposicion museografica, para ilustrar estas tres direcciones y discutir los
méritos de cada una de ellas.

Abstract. The idea of didactic transposition arose in science education research
in school contexts, but has relevance also to informal learning contexts such as
museums. In the past decade, museum researchers have used the framework of
museographic transposition to study how museum exhibitions are created. The
framework has gradually developed in three directions which focus on
epistemology, semiotics, and sociology, respectively. We review the existing
work on museographic transposition to illustrate these three directions and to
discuss the merits of each of them.
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1. Introduction: Why study knowledge transformation in
museums?

In research on formal science education, the theoretical idea of didactic
transposition originally arose as a response to the inability of psychology
to adequately address the practical problems of teaching and learning,
with as a result the focus on knowledge as the variable of interest in
educational systems (Chevallard, 2007). The main thrust of the notion of
didactic transposition is that the knowledge developed by scientists in
their research undertakings rarely maps exactly onto the design parame-
ters in terms of which practical teaching action has to be planned. As a
result, for science to articulate with practice, a deconstruction and
reconstruction of the knowledge in question is required (Layton, Jenkins,
Macgill & Davey, 1993). Accordingly, knowledge was seen not as having
a definite and “true” substance, but as something that is constructed,
transformed, and transposed. Didactic transposition deals with the trajec-
tory of knowledge in a process of making it teachable, and includes
guestions such as: Where does the knowledge come from? How, and by
whom is it shaped? What is its degree of effectiveness in promoting
learning? (Chevallard, 2007).

Questions such as these are relevant also in informal science education
contexts such as museums, science centres, zoos, etc. (in the following
designated simply as “museums”). Museums define themselves as places
of learning (Exploratorium, 2006; Experimentarium, 2002) and just as in
formal science education contexts, museums create teaching environ-
ments, mainly exhibitions, on the basis of certain bodies of scientific
knowledge which they wish to mediate to their visitors. It could even be
argued that the didactic transposition that takes place in a museum con-
text is more critical than that which takes place in a formal education
context because one of the most important products of the transposition in
a museum—the exhibition—is usually relatively static while the product
of transposition in a school context may be continuously adjusted by the
teacher according to the needs of the learners.

Accordingly, we argue that the study of the didactic transposition that
takes place in museums is a necessary and worthwhile undertaking if we
as researchers are to produce results than can improve teaching practices
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(i.e., exhibition development practices) in a way that can potentially
affect the learning outcomes of these environments. In the following, we
review the studies that have applied the notion of didactic transposition to
informal education contexts in order to draw out two main lines of
research which we feel are fruitful. We then proceed to outline some
interesting perspectives of this work.

2. The museum as an educational place

As informal education spaces, museums promote and organise many
kinds of activities and events for a diverse audience with the purpose of
increasing and improving scientific culture and literacy (Lucas, 1991;
Bradburne, 1998; Beetlestone, Johnson, Quin & White, 1998). The
educational activities that take place in the museum are characterised by
their relationship to space, time and objects (Van Praét & Poucet, 1992).
The exhibition is the primary medium for the educational endeavours of
museums and is typically the result of the work of many teams involving
professionals from many areas of knowledge (scientists, museologists,
educators, communicators, designers, artists, etc.) Through exhibitions, it
is possible for visitors to learn concepts, participate in activities,
experience moments of fruition, contemplation, leisure; accordingly, it is
important to understand that the narrative proposed by them is a
fundamental step towards the fulfilment of education and scientific public
communication objectives in museums.

The characteristics of exhibitions have been widely studied (Dean,
1994; Davallon, 1999). Davallon (1988) presents the challenges of
exhibition development by considering it a process in which representa-
tion occurs when the scientific discourse (the source knowledge) is
transformed into the vulgarisation discourse (the target knowledge). He
analyses this representation process using a semiotic interpretation which
considers the space in which the vulgarisation occurs. He suggests that
the vulgarisation in the production of an exhibition is not merely a
translation process, but a transformation one. In this transformation of the
source-text into a target-text, another object is produced—the exhibition.

Ramos (2004) affirms that exhibiting something is making it viewable
by removing it from its original location. He says that displaying an
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object is topography violence, an act of taking the object from its place of
use and conferring to it a dimension of spectacle. Exhibiting, to him, is an
exercise of relocating the object.

In our work we focus on understanding and analysing this trans-
formation process, both in an epistemological and museographic way, in
the production of an exhibition. The concept of didactic transposition
and, specifically, museographic transposition, is our primary theoretical
tool to study the production of exhibitions in museum.

3. Developing the model of museographic transposition

Despite being known in formal science education contexts since the
seventies, the didactic transposition framework was first seen in an
informal science education context in the mid-nineties. Early applications
of the framework mainly took the form of the acknowledgement of the
existence of a knowledge transposition. This was the case, for example,
in a study by Allard, Larouche, Lefebvre, Meunier, and Vadeboncoeur
(1995) where the authors acknowledged the occurrence of a tacit
knowledge transposition in the discourse produced by museum guides,
and argued for improving this discourse by making the transposition
deliberate and adapting it to the cognitive abilities of the learners in the
target group. Allard et al. thus advocated the prescriptive model of
transposition shown in figure 1A.

The term museographic transposition was coined about a year later by
Simonneaux and Jacobi (1997). Just as didactic transposition is the trans-
formation that occurs during the process of creating taught knowledge
from scientific knowledge !, museographic transposition was defined as
the transformation of scientific knowledge into knowledge taught in an
exhibition (Simonneaux & Jacobi, 1997). The term museographic refers
to the visual presentation form proper to the museum, i.e., the exhibition,
which may consist of a range of objects and three-dimensional models as
well as illustrations and text. The authors, however, limited their
discussion mainly to the transposition of knowledge as text and the
linguistic choices made in this transposition.

1. The term “scientific knowledge” is used here to denote that which Chevallard
designates as “savoir savant” (i.e., scholarly knowledge).
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In their study, Simonneaux and Jacobi (1997) investigated the
museographic transposition of an object of knowledge from the field of
biotechnology. The point of departure was an object of biotechnological
knowledge and its articulation in scientific journals. The “taught know-
ledge” was the museographic manifestation of this knowledge in a series
of exhibition posters consisting of text and photos. The study thus
assumes a single transposition process from the reference knowledge in
the scientific discourse to the knowledge expressed in the exhibition
milieu (figure 1B) but emphasises the importance of avoiding the dogma-
tisation of knowledge by transposing not only the scientific knowledge
itself but also the characteristics of the origin of this knowledge (Astolfi,
Darot, Ginsburger-Vogel & Toussaint, 1997). The transposition model
implicitly advocated by Simonneaux and Jacobi (1997) (figure 1B) is
accordingly one that includes the context and social setting of a given
object of knowledge.

The full implication of the term museographic transposition was
appreciated by Asensio and Pol (1999) when they addressed the complex-
ity of museum exhibitions by discussing the role of objects as mediators
of knowledge. Specifically emphasised by these authors was the impor-
tance of objects as interpersonal mediators between the people who
produced them and the people who contemplate them, an emphasis which
marks the first use of semiotics? in the body of work regarding museo-
graphic transposition.

Asensio and Pol also pointed to the importance of scientific rigor in
research collections, and of the adaptation of domain-specific knowledge
—not just applying general findings from psychology, but new theo-
retical contributions and context-specific studies of the real issues of
museums and exhibitions, calling attention to the evolution of didactics—
an evolution which has accumulated specific knowledge that may guide
the use or non-use of certain types of technologies and other contribu-

2. Semiotics is a general theory of signs and symbolism, and is usually subdivided into the
branches of pragmatics (the relation of signs to their impact on those who use them),
semantics (the relation between signs and the things they refer to), and syntactics (the
relation of signs to each other in formal structures) (Webster’s Encyclopedic Unabridged
Dictionary of the English Language, 1989).
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tions, the avoidance of errors, and the use of certain teaching materials
and experiments. According to these authors, this specific didactic
knowledge may assist in the adaptation and simplification of complex
content, minimising the risk of losing the relationship with the reference
discipline or falling into the trap of superficial popularisation.

Marandino (2001) studied the characteristics of the discourses and
areas of knowledge that participated in the construction of the expositive
discourse in biology exhibits in order to understand what happened to the
scientific knowledge when it was exhibited in museums. The theoretical
foundation of the research was an articulation of didactic/museographic
transposition concepts and the concept of recontextualisation (Bernstein,
1996). Also, the concepts of noosphere (from Chevallard, 1991) and
recontextualisation campus (from Bernstein) were used to understand
how the actors and the institutions which relate to the areas of science,
education, communication and museology participate in the selection and
production of the exhibition discourse.

Marandino (2001) studied five museums using observation of the
exhibition, interviews with the staff responsible for them and document
analysis in a qualitative approach. The data were aligned with the
theoretical framework based on the concepts of museographic trans-
position and recontextualisation and viewed in the light of a review of
museum research literature. This process characterised the elements of
institutions, areas of knowledge and actors that influenced the production
of the expositive discourse.

This analysis showed that, in the process of recontextualisation, the
biological discourse was integrated into the logic of the expositive
discourse and participated in the negotiation that occurred in the
development of the exhibition, bringing with it its histories, its structure,
its contents and its procedures. However, beyond this process, other
discourses also entered the negotiation game. A selection process took
place in which some elements were left out and new approaches were
taken into account with different scopes than that of the original
discourse. Depending, among other factors, on the conceptual options—
political as well as institution-historical—some voices took part in this
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discourse negotiation more intensely than others, thus imposing their own
logic, structure, procedures and contents.

The results showed that the expositive discourse had a similar
behaviour to Bernstein’s pedagogic discourse, by displacing other forms
of discourse based on its own principles and objectives and assuming the
characteristics of the “recontextualising” discourse. This means that the
expositive discourse had specific characteristics, distinct from the scien-
tific discourse, which resulted from the relationships between time, space
and the objects in the museums. Accordingly, the study affirmed that in
the process of museographic transposition, the knowledge established
specific relations with the elements which behave in a particular way in
museum contexts. Also, the knowledge which was selected to be
presented in the exhibition passed through a negotiation process (which is
epistemological but also political) that involved the professionals, the
different areas of knowledge, the history of the museum and of each
particular institution and other social actors and institutions from the
museum noosphere or recontextualisation campus (figure 1D).

Contemporaneously with the study by Marandino, Gouvéa de Sousa
etal. (2002) took up the museographic transposition model from
Simonneaux and Jacobi, and, like Asensio and Pol, they added a layer of
complexity to the model in their discussion of the logics of discourse and
space? that governed the transposition process in the production of an
exhibition. This work was based in part on the ideas in the field of
semiotics from Davallon (1999). According to Gouvéa de Sousa et al.,
the point of departure for the transposition process was knowledge from
science text books, and the logic of discourse governed the selective
reduction of this knowledge while the subsequent implementation of the
knowledge into the exhibition was controlled by the logic of space. The
authors thus emphasised the fact that the transposition process changed
not only the structure of the knowledge but also its modality; from being
mainly textual, it was reified in space, objects and activities in the
exhibition. Further, the authors implicitly acknowledged the presence of

3. The authors include “gesture” as the logic which governs the mediation of knowledge
from exhibition to visitor; we do not include this step in our review of the transposition
model here.
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an intermediate step of transposition, namely an exhibition planning
document; however, the implications of the presence of this document for
the transposition process were not discussed (figure 1E).

The exhibition planning document was explicitly introduced into the
model by Mortensen (2009) who found the curatorial brief to be an
important intermediate stage in the knowledge transposition that occurs in
exhibition development (figure 1F). Mortensen found the curatorial brief
to extract and transform a scientific object of knowledge into a
description of a didactic environment, a role which in some ways is
similar to that of a teaching programme in a formal education context. In
both cases, the focus of the document in question is to transform
knowledge into suggestions for didactic activities (Astolfi et al., 1997);
however, unlike in formal education contexts, in the museum context the
authors of the document are often identical to the actors that implement
the didactic activities—the exhibition. This continuity of the actors
involved in the museographic transposition should arguably ensure a
corresponding continuity in the knowledge transposition process from
scientific knowledge to implemented exhibition, yet Mortensen found a
considerable relaxation of epistemological vigilance in the second stage
of transposition. The introduction of an intermediate stage of knowledge
transposition, namely that of the curatorial brief, may thus help pinpoint
the location and cause of the relaxation of epistemological vigilance in
the exhibition development process reported in the literature (Gouvéa de
Sousa et al., 2002; Belaén, 2005).

Another development of the model of museographic transposition was
the inclusion of the idea of a reference model from research in formal
education contexts (Barbé, Bosch, Espinoza & Gascon, 2005). Earlier
uses of the notion of transposition had labelled the knowledge which was
the point of departure as the reference knowledge (see figure 1), but in the
new usage, the reference model consisted of an epistemological model of
a given body of knowledge, a model which is distinct from the scientific
knowledge which was the point of origin for the transposition or indeed
from the knowledge present at any step of the transposition (Mortensen,
2009).
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Figure 1. Our conceptualisations of the models of museographic

transposition used in research from 1996 to today

The reference model is constructed empirically to encompass, interpret,
and analyse the object of knowledge in each of its transpositional stages
and modalities and accordingly serves as a broader didactic map (Barbé
et al., 2005), thereby removing the focus from the scientific knowledge as
the standard to which subsequent stages of transposed knowledge were

compared.
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In sum, the model of museographic transposition has been gradually
developed and it is possible to identify some approaches on the way this
framework is been used in the informal education museum context.

4. Three emergent approaches in museographic transposition
research

Three approaches emerge from the body of work described above: an
epistemological approach that emphasises knowledge in the various forms
it takes in the transposition process; a semiotic approach that emphasises
the forms that the knowledge takes in the transposition process, related to
some of the elements that are present in exhibition context such as
objects, time and space; and a sociological approach, which focuses on
the historical, social, political and cultural influences that participate in
the production of the exhibition. All three approaches are to some extent
present in all the studies on museographic transposition outlined here;
however, we found that one of the approaches was usually the main focus
as described in the following.

The epistemological approach can be identified in the works of
Simonneaux and Jacobi (1997), Mortensen (2009) and Gouvéa de Sousa
et al. (2000). In these cases, the concept is the central element of the
research and studies focus on what happens to the central concept, what
other concepts are related to it in the reference knowledge, and what is
the difference when it becomes exhibit knowledge. We designate this
approach as epistemological insofar as it deals with the difference
between the network of concepts in the scientific knowledge and the new
relationships that are created—another network—in the exhibit. The
approach does not ignore the different modalities of knowledge in the
transposition process, but rather, it accounts for them by “translating”
them into a common modality—as illustrated by the application of the
reference model in Mortensen (2009).

The semiotic approach is mentioned in the work of Asensio and Pol
(1999) and can be identified in the research of Gouvéa de Sousa et al.
(2002) and Marandino (2001). This research takes into account the
elements from the exhibition—such as objects, time and space—to
understand the process of museographic transposition. Here, the working
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hypothesis is that those elements influence directly the way that the
exhibit knowledge will be shown, and, consequently, the way that the
selection of the concepts and ideas of the scientific knowledge will
happen.

Finally, the sociological approach is the perspective assumed by
Marandino’s (2001) work, as she studies the historical, social and
political elements that influence the constitution of the expositive
discourse. By analysing the history of the museums and the correspon-
ding changes in the educational objectives, and by considering the
influence of the social institutions and their actors on the definition of the
role of the museums today, it is possible to identify the increased
educational role of those places. Also, considering the history of each
institution, their mission and the characteristics of the people who were
involved in the production of the exhibitions, it is possible to realise the
elements of the museum noosphere. As the perspective of the work of
Marandino (2001) tries to understand the way institutions, areas of
knowledge and social actors influence the production of the exhibition—
what she called a power game—it was necessary to articulate the theory
of museographic transposition to the theory of the construction of the
pedagogic discourse (Bernstein, 1996). The similitude and distances
between the concepts of didactic transposition and noosphere from
Chevallard (1991) and recontextualisation and recontextualisation
campus, coined by Bernstein, was analysed. The theoretical reference
elaborated by these authors helped to study how five science museums
deal with the production of the expositive discourse, selecting some
discourses from some knowledge areas and taking into account the voice
from others. In that game, which is also a social and political one—the
scientific knowledge sometimes is central in the determination of the
final exhibition discourse, but in other situations it is not powerful
enough and can lose space to other discourses—educational, communica-
tional, museographic.

5. Perspectives

The lines of research described may provide fruitful ideas about some of
the central didactic questions in informal education contexts such as
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museums (which are similar to those of formal education contexts such as
schools): Where does the knowledge come from? How, and by who was
it shaped? What is its degree of effectiveness in promoting learning? The
three different approaches present in the research on knowledge
transformation in museums centre each on one of these questions; thus,
the epistemological approach deals mainly with the question of where
does the knowledge come from, the semiotic approach considers the
effectiveness and mechanisms of the produced milieu in promoting
learning, and the sociological approach focuses on how and by whom the
knowledge is shaped in its trajectory towards the exhibition. Each of the
three approaches has its own merits, and as is always the case in research,
the appropriate approach depends on the specific research question.
Regardless of the approach chosen, using the museographic transposition
framework to answer questions of an epistemological, semiotic, or
sociological nature will contribute to a deeper understanding of the
didactics of the informal education field, showing, on the one hand, the
behaviour of the knowledge in the curatorial process, in the exhibition
milieu, and in relation to the public. On the other hand, it could also give
valuable information about how the museographic elements participate in
the process of didactic transposition that occurs in the exhibition
production and about the social actors and institutions which constitute
the museum noosphere.
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Résumé. Dans cet article, je soutiens que la recherche sur la conception
d’expositions scientifiques ne saurait produire des résultats réellement utiles que
si I’on se référe a des contenus et des contextes institutionnels spécifiques. En
utilisant la notion de praxéologie, je propose ’analyse d’une telle exposition en
reconstruisant la praxéologie visée et en la comparant a la praxéologie observée.
Cette analyse montre que les visiteurs ne mobilisent pas la technologie visée et
met aussi en évidence les niveaux ou cette divergence se produit. Nous discutons
ensuite la facon dont I’application de la notion de praxéologie peut servir comme
outil d’analyse a posteriori, mais aussi a priori, dans la conception d’une
exposition.

Resumen. En este trabajo argumento que, para que la investigacién en el disefio
de exposiciones cientificas produzca resultados utiles, debe centrarse en
contenidos y contextos especificos. Usando la nocién de praxeologia, analizo una
exposicion cientifica a partir de la reconstruccion de la praxeologia prevista y
contrastandola con la praxeologia observada. Este analisis pone de relieve que la
interpretacion que tienen los visitantes difiere en varias maneras de la tecnologia
prevista, mostrando los niveles en los que se produce la divergencia. Se
considera entonces como la nocién de praxeologia puede usarse como una
herramienta para el analisis a posteriori y también a priori en el disefio de
exposiciones cientificas.

Abstract. In this paper, | argue that research on the design of science museum
exhibits can lead to fruitful results only if we refer to specific contents and
contexts. Using the notion of praxeology, | analyse a museum exhibit by
elucidating the intended praxeology and by contrasting it with the observed
praxeology. This analysis puts to the fore a number of discrepancies between the
visitors’ interpretation and the intended technology. We then discuss how the
notion of praxeology can be used as a tool for a posteriori analysis as well as for
a priori analysis in the design of a science museum exhibit.
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1. Introduction

Mainstream research pertaining to the design of science museum exhibits
contributes mainly to an accumulation of recommendations and
guidelines of a very general nature. Although such findings may be
instructive, the design principles that may be derived from them are
articulated at a level of generality such as to make them practically
irrefutable (Moscardo, 1996) and unable to account for the influence of
contexts and the emergent nature of outcomes (Robinson, 1998). Yet the
phenomena that emerge from the context and its interaction of numerous
factors are “precisely what educational research most needs to account
for in order to have application to educational practice” (Design-Based
Research Collective, 2003, p. 6).

The study of which this paper is a part takes a design-based research
approach to exhibit engineering. In this approach, the museum exhibit is
considered an embodiment of a specific educational intention on the part
of the exhibit engineers (Gouvéa de Sousa et al., 2002). This embodi-
ment—i.e., the exhibit design—may be refined through a systematic
investigation of the processes that connect the outcomes of visitors’
exhibit interactions with aspects of the exhibit’s design and thus back to
the original conjecture which drives the design (Sandoval, 2004). These
processes may be examined as a way to not only improve the designed
intervention—the exhibit—but also as a way to pinpoint contextual
features that can refine the theoretical conjectures about the underlying
learning processes targeted by the design. Thus, rather than testing that
the intervention works, the question is how it works (Sandoval, 2004).

The aim of the present paper is to examine visitor interactions with a
single exhibit about insect adaptations to darkness, utilising Chevallard’s
notion of praxeology to connect learning outcomes with design aspects.
The investigation presented here thus comprises a subset of the design-
based research approach described above.
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2. Theory

A praxeology is a general model which links the practical dimensions
(the practice) and the theoretical dimensions (the theory) of any com-
monly occurring human activity (Barbé, Bosch, Espinoza & Gascon,
2005). The minimal praxeology consists of a type of task which is
perceived by the learner and accomplished using a corresponding
technique. The technology is the learner’s rationale or justification for the
chosen technique—why does it work, where does its effectiveness come
from?—and finally, the theory refers to a more abstract set of concepts
and arguments arranged into a general discourse which justifies the
technology itself. Praxeologies may occur in larger systems in which
several practice blocks are explained by one theory block; a collection of
practice blocks that share the same technology and theory is called a local
organisation (Barbé et al., 2005).

The praxeology model has recently been used for the analysis and
design of teaching interventions in formal science education settings
where one of its contributions has been the identification and remediation
of disassociations between the practice and the theory of taught bodies of
knowledge, which originated at the curriculum level and precluded
students from gaining any deeper understanding of the bodies of
knowledge in question (Barbé et al., 2005). The strength of the notion of
praxeology is thus its ability to analyse the differences between the
characteristics of intended and actually taught bodies of knowledge.

In the present study, | use the notion of praxeology in an analysis of a
museum exhibit. | elucidate the intended praxeology embodied by a
museum exhibit and compare this intended praxeology with the observed
praxeology of visitors to the exhibit. The emergent patterns of difference
between these praxeologies will facilitate an assessment of the exhibit as
a means of supporting a specific educational objective among museum
visitors. | argue that the approach yields theoretically grounded, empiri-
cally validated, and practically applicable principles for improving the
alignment of design and educational outcomes.
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3. Setting

The studied exhibit is part of the travelling exhibition Xtremes which
opened in October 2007 at Experimentarium in Denmark and in October
2008 at the Royal Belgian Institute of Natural Sciences (RBINS) in
Belgium. The general theme of Xtremes is animal adaptations to extreme
environmental conditions on Earth and it features five clusters: “Heat”,
“Cold”, “Aridity”, “Low Oxygen”, and “Darkness”, respectively. The
attention here is to a single exhibit, “Cave Expedition”, within the cluster
on darkness. Briefly, the exhibit represents a scaled-up reconstruction of
the cave beetle’s environment, and the declared intention is for the visitor
to experience how the cave beetle is adapted to its environment by
interacting with this exhibit playing the role of the cave beetle. The
exhibit is described in detail in Mortensen (2009).

4. Procedure

The first step was the theoretical inductive elucidation of the intended
praxeology embodied by the museum exhibit. A praxeology is defined by
its component task or tasks, and the exhibit Cave Expedition consists of a
number of different types of tasks that may be accomplished using
different techniques (e.g., interpretive panels to be read, an artificial cave
to be navigated, etc.), so that the first observation to be made is that the
intended praxeology of the exhibit encompasses more than one practical
block. Further, the intended education outcome of the exhibit is to enable
the visitor to find out, through their experiences, how the cave beetle is
adapted to its environment of permanently dark caves. This intended
outcome frames the tasks and techniques embodied by the exhibit, and
may thus serve as the unifying technology of the exhibit. The second
observation that may be made is accordingly that the intended praxeology
of the exhibit is a local organisation. The theory component of such a
local organisation may or may not encompass several local organisations;
in the present case, the theory is located at the level of the entire exhibit
cluster “Darkness” and will consequently not be considered further here.

The tasks embodied by Cave Expedition and their corresponding
techniques were inductively specified. An excerpt of the intended
praxeology of Cave Expedition is shown in Table 1.
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Technology

Task Embodied by Technique
Perceive that cave  Panel 1 text and Discern variation
beetle adaptations illustration in beetle features
include: elongated in illustration;
legs, elongated read text
antennae, reduced

eyes, enhanced

senses of smell,

taste, and touch

Perceive intended  Panel 2 text and Identify

visitor role as external cave instructions on
cave beetle; structure panel 2 as

perceive exhibit
as representation
of cave beetle
habitat

pertaining to cave
beetle behaviour
(“feel”, “smell”),
recognise external
characteristics of
exhibit as
cave-like

Assume role of
cave beetle by
assuming its

The internal cave
structure and the
transition from

Switch sensory
modalities from
primarily vision

adaptations the outside to touch and smell
(induced by
darkness and
odour in exhibit)

Perceive that cave The Use touch to

beetle movement
is dictated by
cave habitat’s
physical
boundaries

configuration of
the passageway
inside the cave
structure

assess boundaries,
proceed
accordingly

Interpret own role
to be an analogy
of the cave
beetle’s, interpret
own actions to be
analogies of those
of the cave
beetle’s, interpret
exhibit features to
represent
characteristics of
cave beetle
habitat. Thereby
experiencing
vicariously and
understanding
that the cave
beetle’s habitat is
characterised by
being dark and
enclosed; that the
beetle navigates
using touch, not
vision; that there
are other cave-
dwelling animals
in the cave
beetle’s habitat
and that the cave
beetle may
discern these by
touch

Table 1. Excerpt of the intended praxeology of the exhibit Cave Expedition,
expressed in terms of tasks, techniques, and technology

The second step was the construction of an observed praxeology based on
visitors’ interactions with and understandings of the exhibit. An inves-
tigation using a combination of methods (observation, think aloud, and
open-ended interviews) with 16 respondents provided the basis on which
to draw out the exhibit tasks perceived by the visitors and their corre-
sponding techniques and technologies, yielding an observed praxeology.
Briefly, the transcripts of the think-aloud and the responses to the
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interview questions were pooled for the analysis. In the first reading of
the transcripts, the informants’ utterances were categorised as either
technique or technology and their concurrent behaviour and/or location
noted. In the subsequent reading, the categorisation was confirmed, and
emergent patterns within the two categories were noted. Specifically, the
visitors’ perceptions of the various tasks embodied by the exhibit
emerged from this analysis. The data were analysed for both confirming
and discrepant situations. An excerpt of the resulting observed praxeo-
logy is shown in Table 2.

Task Embodied by Technique Technology
Perceive textand  Panel 1 text and Read (parts of) Interpret own
illustration to illustration text; recognise actions to be those
pertain to insects, the illustrationas  of humanina
specifically, showing beetles cave, interpret
beetles exhibit features to
- . represent
Enter exhibit Panel 2 text Identify P

instructions on
panel 2 as how to
enter exhibit

Perceive exhibit
as representation
of cave habitat

External and
internal cave
structure

Recognise
characteristics of
exhibit as cave-
like

Assume role of
human exploring
cave

The internal cave
structure and the
transition from
the outside

Switch sensory
modalities from
primarily vision
to touch

Perceive that
movement is
dictated by cave’s
physical
boundaries

The
configuration of
the passageway
inside the cave
structure

Use touch to
assess
boundaries,
proceed
accordingly

characteristics of a
cave; thereby
experiencing that
caves are
characterised by
being dark and
rocky, that
navigation is based
mainly on touch,
not vision, and that
caves are inhabited
by certain animals.

In some cases,
additionally:

Extrapolate own
experiences in
cave to those of
animals inhabiting
darkness/caves

Table 2. Excerpt of the observed praxeology of the exhibit Cave Expedition,
expressed in terms of tasks, exhibit embodiment, techniques, and technology
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5. Preliminary findings

Comparing the theoretically derived intended praxeology with the
empirically derived observed praxeology revealed subtle differences at
the task level that led to a substantial divergence at the technology level,
namely a failure among the respondents to perceive the intent to put them
in the role of a cave beetle. Briefly, instead of interpreting their interac-
tions with the exhibit as those of a cave beetle in a cave, they interpreted
them as those of a human in a cave. This divergence between intended
and observed praxeologies was found to have a pervasive origin: the
exhibit was perceived to embody a human perspective rather than a cave
beetle perspective in almost every aspect.

6. Implications of findings

At a basic level, the notion of praxeology as a tool for the analysis of the
museum exhibit provides a strong link between informal learning
environment design and visitor educational outcome, a link which
pinpoints how specific exhibit features lead to specific visitor outcomes
and thus potentially provides exhibit engineers with powerful indications
of how and why their designed teaching intervention works. In this way,
the notion of praxeology functions as a context-specific post hoc
analytical tool.

7. Perspectives

In addition to the contribution described above, the praxeology-based
analysis yields a higher level type of insight into the goodness-of-fit
between the original conjecture of the exhibit engineers and the design
and enactment that follow from it. That is, the analysis says something
not only about how and why the teaching intervention achieves its goal, it
also says something about the relationship between the intention to teach
a certain body of knowledge (here, the adaptations of the blind cave
beetle), the use of a certain type of intervention (here, an immersion
exhibit), and the enactment of this intervention (here, the visitor learning
outcomes). There is not one single museographic form which fits and
accommodates every type of knowledge-to-be-taught (Gouvéa de Sousa
et al., 2002); but the application of the notion of praxeology presented
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here has the potential to clarify which museographic forms may fit which
educational intentions and types of knowledge. From this perspective, the
application of praxeology presented here may ultimately serve as an a
priori design tool, helping to fill a current gap in science museum
practice.
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Science, media and education: The impact of a conflicting
relationship in the “teaching knowledge”
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Résumé. Dans ce travail, nous étudions certains des problémes posés par le
conflit entre culture des médias et savoirs scolaires. Nous nous placons dans le
cadre de la théorie anthropologique du didactique, en nous appuyant sur la notion
de « culture premiére » proposée par Snyders et en I’articulant a la notion clé de
transposition didactique. Nous établissons ainsi des principes curriculaires qui
mettent ’accent sur I’intérét d’une étude scolaire de la science considérée
comme I’union de trois sphéres — la sphére classique des concepts, lois et phéno-
meénes, la sphere de la production des connaissances scientifiques (étudiées par
I’heuristique, ’histoire, 1’épistémologie, etc.), et la sphére de la politique de la
science, de son financement et des aspects éthiques et culturels qui I’influencent.

Resumen. En este trabajo, estudiamos algunos problemas que plantea el
conflicto entre cultura de los media y saberes escolares. Nos situamos en el
marco de la teoria antropoldgica de lo didactico, apoyandonos en la nocién de
«cultura primera» propuesta por Snyders, que articulamos con la nocién clave de
transposicion didactica. Llegamos asi a principios curriculares que dan relieve a
un estudio escolar mas abierto de la ciencia, considerada cémo el conjunto de
tres esferas —Ila esfera clasica de los conceptos, leyes y fendmenos, la esfera de
la produccién de los saberes cientificos (estudiados por la heuristica, la historia,
la epistemologia, etc.), y la esfera de la politica cientifica, de la ética y cultura de
la ciencia, y de su financiacion.

Abstract. In this work, we study theoretical problems raised by the conflict
between the media culture and school knowledge. In the framework of the
Anthropological Theory of the Didactic, we draw on the notion of “first culture”
advocated by Snyders, combining it with the key notion of didactic transposition.
We thus arrive at renewed curricular proposals that emphasise the need for
teaching science considered as the union of three spheres—the classical sphere
of concepts, laws and phenomena, the sphere of production of scientific
knowledge (as studied by heuristics, history, epistemology, etc.), and the sphere
of science policies and financing, and of ethics and culture in their relation to
science.
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Cirade, G., Ladage, C. & Larguier, M. (Eds.), Un panorama de la TAD (pp. 225-239)
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1. Introduction

As a human cultural activity, science is generally considered as experts’
matter. However, public discussion of science—which includes scientists
and nonscientists—pervades all spheres of society, not only through its
research results converted into goods, services and regulations, but
through the process of media multiple representations about science and
its social, economic, cultural and political aspects. This process occurs
from childhood through television, the children’s publications and
teaching materials.

When considering the establishment of school knowledge, Chevallard
(1985) showed that a complex process takes place from the spheres where
scientific knowledge is produced—the so-called scholarly knowledge—
until the moment it is effectively conveyed in the classroom—the
knowledge taught. This process, called didactic transposition, reinterprets
the scholarly knowledge according to conceptions and interests more or
less explicit from different agents that contribute to the formation of
school knowledge. An objective manifestation of this process can be
noted in the materials, which include not only textbooks, but other
materials such as videos, books, maps and diagrams, software and web
pages—in short, all those materials produced specifically for educational
purposes.

It turns out that, due to sociotechnical changes occurred since the
second half of the twentieth century and taken to the limit in current
times, scientific knowledge is not addressed to students only through
school. Nowadays, the main vehicle for access to scientific knowledge is
gradually shifting from school to the media sphere. A student of the early
twentieth century had access to science primarily on the school benches.
Other spheres of social life such as family and religion rarely conveyed
science-derived knowledge. Today, while this contrast is smaller or less
efficient, these spheres, as well as the school, also lost—in favour of the
media— the space they devoted to youth education.

1. Note, for example, that, in Brazil, the largest Catholic country in the world, the
recommendations of the Church on contraception are largely ignored by its followers.

226



Science, media and education

Multiple representations of science are conveyed in various media,
including the printed and audio-visual mass media (cinema, television,
newspapers, internet, comics, video games), the production of science
communication in its various formats (books, magazines, documentaries,
exhibitions), the disclosure of corporate and institutional material
(advertisements, brochures, websites), all competing head-on with the
teachers and the teaching materials produced for formal education.

From this observation, we raise two problems, for which we believe
the anthropological theory of the didactic can contribute; the first linked
to the affective character that media sets, the second linked to other
cognitive and epistemological dimensions of knowledge conveyed in the
media and their possible relationship with school knowledge:

1. Considering the interest of youth in relation to the attractiveness of
TV, internet, advertising, and so on, how can the school become able
to challenge the youth’s cultural concerns and expectations?

2. Can we consider as taught knowledge the information provided by
different media? What is their relationship with school knowledge?
How is the process of transposition of scholarly knowledge into the
knowledge the media convey to young people?

Although both problems are closely related, in this work we hope to
start a systematic approach to the first one. The second, which has also
been an object of research, will be treated only as a parallel discussion.

2. “First culture” and elaborate culture

The investigation of the relationship between the media and school is not
new. Moreover, as Gonnet (2004) claimed, since the nineteenth century’s
school experiences of the introduction of the media into teaching have
already been proposed. Older still is, according to the author, a concern
that the media are a threat to the authentic culture: part of the debate
between Plato and Socrates revolved around the damage brought by the
written word for the depth of oral culture. From the outset, a conflict thus
exists between the “new” media and education, based on the fear that the
media can bring more harm than good with regard to the transmission of
the human cultural heritage.
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Several studies on the relationship between media and education,
many of which are of empirical nature, are pointed by Mazzarella (2009).
A detailed investigation of these aspects will not be given in this paper.
What we want to address are the possible mechanisms that schools can
adopt to deal with the fact that today, not just the main focus of interest,
but also the main source of information for the young, are located outside
its boundaries.

This was brought about by Snyders (1988), who launched a founda-
tion for research on school knowledge with culture as a source of
satisfaction and achievements for the youth. According to the author
(p. 23), there is a first culture brought out of school, spontaneously and
without effort, by daily life and the personal inclinations and interests.
The cultural elements present in the social environment form a complex
system, full of nuances and fragments from various sources. Television,
work, media, the environments that young people attend, family relation-
ships, all contribute to the formation of this matrix.

The elements of such first culture provide what Snyders calls “simple
joys” (p. 24). The author provides examples of a person having fun in the
water at a beach or in a pool, enjoying a moment of leisure, the interest of
young people in motorcycles, which represent values such as freedom,
life outdoors, and sensuality. These simple joys are, according to
Snyders, undeniable sources of legitimate satisfaction, and it is precisely
in recognition of the importance of the values they represent that the
author will seek a dialectic of continuity and rupture, starting from the
first culture, identifying its values, but also its limits: the person who has
fun in the pool will probably want to learn to swim, to acquire with the
water a more skilled, subtle and profound relationship. Similarly, the
rider may want to delve into the technical scope of the mechanics and
operation of the bike and in the social sphere of human relations and the
codes of group ethics involved in its use. When this happens, people
come to seek the guidance of those who are more experienced, who can
bring them to a new level of knowledge that enables to enjoy more
claborate satisfactions. These are, according to Snyders, the “ambitious

joys”.
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The simple joys play the role of “truce”, of pleasure and uncom-
promising moments, therefore, ephemeral. They cannot allow reaching
the depth and permanence of the “ambitious joys”, linked to what the
author calls elaborate culture (p. 50). It is through elaborate culture that
we see that individual dreams are actually an expression of collective
dreams, shared not only by contemporaries, but by humankind. If we
place science in this logic, scientific knowledge becomes a key factor in
the social, political, cultural and economic changes.

What Snyders says is something we intuitively perceive in the
classroom: there seems to be two cultural worlds completely different
from each other. The first is the world of young students, with music,
fashionable clothes, youth’s slang and manners, forms of conquest and
dating, parties and all that refers to what we associate with the joy of
living. The second world is the world of literacy, of the great works and
achievements of art and science of higher social and historical impor-
tance—in theory, all that school is bound to offer young people.

This opens a huge gap. Many (stereotyped) students resent the boring
meaninglessness of a school that does not relate to the important things of
their world. From the standpoint of (stereotyped) teacher, the values of
young people are superficial and harmful to human development. There is
the view that these elements of youth culture are the product of a mass
culture industry, with little expectation of authentic cultural expression,
subjected to the interests and the logic of capitalist production. Snyders
maintains that there is a misunderstanding in the radicalisation of these
points of view. The mutual problems between the two spheres of culture
and non-recognition of the legitimacy of each as valid culture generate an
impasse. Snyders maintains that the learning process starts from “first
culture”, since the meaning and richness that young students bring have
to be the starting point for any job, and will lead the search for deeper
issues that life presents. Elaborate culture is not prepared to replace first
culture, but to be incorporated in a dialectical process, from the cultural
point of view of young people, according to the issues they face.
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3. Another perspective to the media culture

What Snyders (p. 233) seeks to avoid a school that says nothing to
students, which flees from controversial topics or relativises them,
leaving each one with his/her own truth, working only in the area of
consensus. Worldly themes have to be brought to the classroom and
discussed and this can only happen through the cultural elements that
students bring to the school context.

Van Dijck (2003) goes a step further and sees the science presented in
the media as part of the social construction of science. From this
perspective the relationship between the first culture and the elaborate
one acquires a different nature and, at the same time, makes it more
difficult to define their spheres:

Looking at our screens today, we can see how scientific knowledge is
distributed through the many products that the film and television
industries are creating. [...] Instead of narrowing the scope for a small
body of specialized scientific publications, we must recognize how the
whole apparatus of audiovisual entertainment of the masses is more than
just a mediator and is an important area where the construction and
constitution of science is negotiated. (pp. 182-183)

The formation of science in an arena of social negotiation can bring
meaning to the discussions on processes and products of science in the
classroom. This is because such an approach brings a perspective on
scientific knowledge as a dynamic process affected not only by a
scientific community alone, but by the relationships present in the society
network, in the context where this knowledge is produced.

Turney (2005), discussing the question of myth in fictional works,
related this to the development of science and ethical boundaries,
expressing an important role played by cultural industries in the quests
that scientific knowledge raises. For him, fiction stories which have a
character of complexity are not always recognised and can “play an
important role in the debate about the technologies in real life”.
According to him, “such stories may allow lay people to express their
feelings, which otherwise would be difficult to articulate but should not
be ignored” (p. 98).
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Turney is responding to the concern of some scientists for whom the
movies and other productions portray science in a distorted way, with the
risk of hurting the public image of science, giving a false impression of
the meaning of scientific activity. This concern can be seen, for example
in Sagan (1996, p. 139) who—as a scientist—identifies in the media the
origin of several “myths” that are now part of popular imagination, such
as the belief in flying saucers and in extra-terrestrial beings with huge
heads and large protruding eyes, originated, he says, “in magazines of
sensational fiction of the 20s and 30s”.

Sagan expressed concern with scientific errors displayed on the TV
series, cartoons and science fiction movies and series and criticises
TV series such as X-Files for their mixing of science and pseudoscience,
like ufology and parapsychology. About Star Trek, he says the series
“often ignores the most basic scientific facts” (p. 363). The famous
astronomer is also concerned with the distorted image of scientists,
usually represented as mad geniuses, unable to measure the consequences
of their findings or even as manic evil men, very common in cartoons. He
wonders about the absence of the satisfaction that science can provide
(p. 361). Thence he concludes that such TV shows represent an educa-
tional disservice, inducing young people to a negative view of science,
thus removing potential students who could follow a scientific career.

In the same vein, Durant (2005) is also concerned with the simplistic
view of scientific knowledge that is conveyed by both television and film
history, but also by news and scientific divulgation programs. He
identifies in the media, for example, the vision of science as a series of
personal achievements of extraordinary individuals. According to him,
“the drama of personal discovery attracts writers and producers because
they know that personal stories are more interesting to readers and
viewers”, which has the effect “that the complex system of social produc-
tion of knowledge is, intentionally or not, distorted” by these productions
(p. 23).

We believe that all these concerns are valid and that the observations
made by the authors in relation to the simplistic, misleading and distorted
views of science in the way they are conveyed through the media in fact
exist. However, the way to deal with them will be addressed, in our view,
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more in the direction given by Turney. Instead of investing in the
shameful and innocuous policy of influencing the directions of cultural
production, which has its own logic and laws, Turney (2005, p. 105)
follows another line of reasoning, noting that the value of a work as a
cultural icon is clear from the fact that it puts on the agenda issues of
human relevance, the expression of actual human concerns. The author
points out that “contemporary studies on the media let us know that
readers, viewers or listeners are actively working to build interpretations
of media messages”, believing that “it is unlikely that they assimilate,
without a critical attitude, the message conveyed in the report related to
science” (p. 111).

We believe that school, enriched by the dialectic of continuity and
rupture between first culture and elaborate culture, can put the issues at
stake in such a way that young people see, discuss, opine and form a
critical view. In this context, showing contempt for, or trying to control,
fiction or media communication about science makes little sense. Rather,
it is precisely in the critical observation of the boundaries of cultural
products, as shown by Snyders, that we find the path to cultural
satisfaction that elaborate culture can provide.

In this sense, Brousseau’s theory of didactic situations (TDS) may
have a particularly interesting role. As pointed by Bosch, Chevallard, and
Gascén (2006), TDS, instead of the classical proposal to focus on
teaching the concepts, starts from significant situations, which are
presented as problems from a “human activity situated, performed in a
concrete situation” (p. 2). If we believe that the media expressions are
representations of cultural views of science about effective social
practices, they can be configured as problems to be examined in a critical
point of view, in the classroom. The question that arises here is that when
we incorporate the media products as problems, we are, at the same time,
introducing, in addition to conceptual understanding of the products of
science, the process of construction of this knowledge and its social,
cultural and political causes. In this sense, it might be interesting to
reinterpret the didactic transposition process, in such a way as to extend
its reach.
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4. The spheres of “teaching knowledge”

A proposal based on the meaning of school knowledge should provide the
scientific content in response to cultural expectations of satisfaction, i.e.,
as an elaborate culture that awakens a passion for knowledge and
epistemological curiosity and provides a new vision of reality. This is a
discussion that revolves more around knowledge than education methods.
However interesting, playful, efficient they are, methods do not turn
knowledge contents into more interesting matters from the standpoint of
cultural interest. According to Chevallard (1989, p. 55), “the didactic
intention has actually something that transcends it. It cannot be reduced
to the intention of teaching the individual. It is in fact a social issue”. The
cultural constitution of the knowledge defines, according to Chevallard,
its own teachability. Thus, as Snyders (1988, p. 13) also believes, it is not
by “sweetening” the knowledge with a beautiful song or a superhero
movie that we achieve students’ learning, as it only changes the
knowledge into an object of consumption bringing ephemeral satisfaction
by mimicking the first culture.

Let us make clear here what we mean by “teaching knowledge”. We
believe that one cannot understand such knowledge only as the
framework of concepts, laws, relations and interpretations of phenomena
arising in some area of knowledge—it is something broader. Libaneo
(1990, p. 451) proposes that the systematised knowledge we understand
as teaching knowledge incorporates elements that usually do not appear
explicitly in the teaching programs by providing (a) concepts and key
terms of science, (b) facts and phenomena of science and everyday
activity, (c) fundamental laws that explain the properties and relation-
ships between objects and phenomena of reality, (d) methods of study of
science and history of its production, (e) problems within the social
practice (the economic, political, social and cultural context of the
process of teaching and learning) associated with the matter.

For these items, we find that the first three basically refer to what is
commonly understood as the “teaching content” of the science school
disciplines. The “study methods of science” and “history of its
production”, are rarely more than a few additional words in texts or in the
first chapters of textbooks and are rarely taken seriously as curriculum
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content. Still more rarely do the curricula of these disciplines have
anything that could be associated with “problems in the context of social
practice”. Zanetic (1989, p. 21) incorporates the idea that the curriculum
should be configured so as to (a) give your students a mastery of concepts
and their mathematical and experimental tools, so that they can use them
to solve theoretical problems and situations related to everyday life, (b)
make clear the methodologies used by physicists themselves—here a
reasonable analysis of the so-called “scientific method” is desired, and (c)
show that the development of physics is an integral part of social history,
a product of social life and thus dependent on a huge range of factors and
interests that are changing depending on the time when certain theories
and assumptions about the world were developed.

From the confluence of these two ways of looking at “teaching
knowledge”, and taking into account the specific content of science
education, we propose a systematic categorisation of knowledge into
three different levels or spheres, according to its relation to the epistemo-
logical content of science. The first one would be the conceptual-
phenomenological sphere (C), which deals with products of science such
as concepts, laws, and interpretations of phenomena, its conventions and
applications. It is what is generally regarded as knowledge to teach:
Newton’s laws, genetics, chemical functions, geological eras, and so on.

Many authors (Matthews, 1995; Magalhdes, Santos & Dias, 2002;
Silveira & Peduzzi, 2006) who advocate the introduction of the science
history and philosophy in teaching, do it with the argument that processes
that lead to scientific knowledge are equally (or more) relevant than the
products themselves, in terms of education. From this point of view, such
knowledge should also be understood as teaching knowledge (and not
just as devices for conceptual learning, as some people say). Thus, we can
understand the formation of a second sphere of knowledge we call
historical and methodological sphere (H).

Finally, there are those who believe (Auler, 2003; Teixeira, 2003) that
school science should include social, political and cultural conditions that
set the context of scientific production in terms of their influence on the
direction of society and, in the reverse direction, the determinations that
the social context imposes on scientific activity. This would be a third
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sphere of knowledge, which we call the socio-political sphere (S). In this
case, what we understand as a process does not refer to the way in which
scientific knowledge is produced, but as the dynamics of production of
science itself as a social and cultural phenomenon. Science as such would
then be the product and socio-political relations of science would be the
process.

From this point of view, teaching knowledge should be thought of as
stemming from a broader body of knowledge, explicitly including those
different scholarly knowledge. In this sense, scholarly knowledge, the
result of the work of scientists (physicists, chemists, biologists, astro-
nomers, etc.), would be constituted into a particular sphere of knowledge,
which could be called “conceptual-phenomenological”, to which we
would add the “historical and methodological sphere” organised by the
knowledge linked to the nature of science, a field of knowledge for
historians and epistemologists of science, as well as the “socio-political
sphere” akin to the sociology of science, economics, geography and
related areas.

The following diagram shows these three areas as concentric spheres,
where the central level C represents the products of science transformed
into school knowledge, the sphere H representing production processes of
scientific knowledge, both in the synchronic (philosophy, methods,
heuristics, etc.) and the diachronic (history, evolution of ideas) aspects,
and the larger sphere S representing the socio-political aspects.

In terms of didactic situation, we believe that the critical questioning
of media references leads us naturally to consider the knowledge in these
three spheres. This is, in our view, because the logic of didactic
transposition performed by the social media implies different people with
different intentions for different audiences from that considered by the
formal educational system. To illustrate this point of view, let us present
a detailed example, that of a film production in Hollywood, whose
analysis can be extended to other forms of media such as advertising,
cartoons, magazines disclosure, video games, depending of course on the
content conveyed by each of them.
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Figure 1. Spheres of systematised knowledge (teaching knowledge)

The film Contact, directed by Zemeckis (1997) is based on a novel of the
same name by the same Sagan (1997) who had serious objections to how
the media conveys science. In the story, astrophysicist Eleanor “Ellie”
Arroway (played by Jodie Foster) is struggling to engage in the search for
intelligent extraterrestrial life using radio telescopes in a clear reference
to the SETI (Search for Extraterrestrial Intelligence) project. The
recurring themes of the entertainment industry are present: romance,
betrayal, mystery, violence and adventure, typical of the soap operas.
Conflicts surrounding the financing of research, the relationship between
science and religion, the public perception of science, among others, are
featured by simplified and stereotyped characters according to simplistic
views that inform the vast majority of media products. In short, if the
content has some scientific accuracy, its presentation is subject to the
same criticisms applied to many other fictional works. The passive
audience of the work, however, does not allow the viewer to distinguish a
supposed scientific accuracy in Contact from any absurd situation
presented in X-Files or Star Trek episodes, for example. As well as
numerous productions, Contact incorporates issues relating to the three
spheres of knowledge:
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Phenomenological Concept | Historical Methodology | Sociopolitical Aspects

Public and private

Einstein’s relativity History of SETI funding of science

The question of proof in
Electromagnetic waves science (Occam’s
Razor)

Science-religion
relationships

Methods of search for
Astronomy extraterrestrial
intelligence

Impacts of scientific
discovery

Pure science vs. applied | Disclosure of social

Astrobiology science scientific facts

Table 1. The three spheres of knowledge in Contact

In this sense, to address, as many suggest, scientific concepts using
comics, cartoons, movies, etc., means restricting didactic concern only to
a part of knowledge, in a cultural product that, by its nature, embraces
much more than that. Using Contact only to discuss the theory of
relativity and electromagnetic waves is to ignore that the contents of the
film are a transposition from other fields of scholarly knowledge besides
physics—epistemology, sociology, historiography of science, and so on.

5. Final considerations

The conceptual-phenomenological sphere only finds significance within a
larger framework of relations that necessarily relates to the other spheres.
In basic school, where we are dealing with general, non-specialised
education of the individuals, there are strong reasons for this inter-
relationship being considered. An absolute emphasis on the conceptual-
phenomenological largely ignores the reasons that a general education
requires. Rather, the importance of this sphere lies precisely in its
undeniable importance as a base to make connections with the world of
culture, social life, to address issues of general concern to people. There
is therefore no way to give meaning to concepts out of this broader
context.

If, on the one hand, this makes more complex the task of incorporating
the first culture into the classroom, on the other hand, it means giving it a
broader framework that proposes teaching situations from the actual
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socio-cultural practice that occurs outside the school walls. Chevallard
(1989, p. 58) notes that “the legitimacy of any educational institution
derives in part from its promise to faithfully represent the knowledge that
it proclaims to teach”. The question facing us in front of the media is
linked precisely to this point. Kirby (2003, p. 258) calls attention to the
fact that the media production is increasingly sophisticated, using
scientific advisors to give a sense of reality ever more compelling. At the
same time, Shaw and Dybdahl (2000, p. 22) argue that, in one way or
another, young people will be educated informally by the media,
according to its logics. As pointed out by Chevallard, the way knowledge
is conveyed is directly linked to social practices and intentions of those
who report it. Thus, it is a decision of school to ignore the media products
or to bring them into the classroom and review them with students,
according to other views.
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Epistemological vigilance and textbooks:
On the didactic transposition of physics knowledge
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Résumé. Cet article présente une activité pratique concue pour les futurs
enseignants de physique dans le cadre de 1’enseignement de physique qui leur est
dispensé a I’Université de Sdo Paulo. L’objectif principal de cette activité était
danalyser les processus de transposition didactique des savoirs physiques du
secondaire, en prenant comme référence une sélection d’articles historiques. Les
étudiants ont été incités a identifier les principaux processus que subissent les
savoirs a enseigner (dépersonnalisation, désyncrétisation, décontextualisation,
dogmatisation). Les résultats montrent que cette activité a permis a ces futurs
enseignants d’exercer une vigilance épistémologique a 1’endroit du savoir a
enseigner, ce qui est un outil de base dans les situations d’innovations
curriculaires.

Resumen. Este articulo presenta una actividad practica disefiada con los
estudiantes de un curso de fisica para futuros profesores de fisica de la
Universidad de S&o Paulo. El objetivo principal de esta actividad era analizar los
procesos de transposicién didactica de la fisica de secundaria, tomando articulos
historicos como referencia. Los estudiantes fueron guiados para que identificaran
los procesos clave que sufren los saberes a ensefiar (despersonalizacién,
desincretizacion, descontextualizacién, dogmatizacion). Los resultados muestran
gue esta actividad permiti6 a los profesores llevar a cabo una vigilancia
epistemoldgica al respecto del conocimiento a ensefiar, lo que constituye una
herramienta basica en situaciones de innovacion curricular.

Abstract. This paper presents and discusses a Practical Activity developed with
students in the physics education course for future physics teachers at the
University of Sdo Paulo. The main objective of this activity was to analyse the
didactic transposition process of knowledge in high school physics textbooks,
with specific historical articles as a reference. The students were guided to
identify the main processes that affect knowledge until it is put into practice in
the classroom (depersonalising, desyncretising, decontextualising, dogmatising).
The results show that this activity enabled prospective teachers to practice an
epistemological vigilance on the knowledge to be taught, which is a basic skill in
situations of curricular innovation.

Bosch, M., Gascon, J., Ruiz Olarria, A., Artaud, M., Bronner, A., Chevallard, Y.,
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CRM Documents, vol. 10, Centre de Recerca Matematica, Bellaterra (Barcelona), 2011



Elio Carlos Ricardo and Mauricio Pietrocola

1. Introduction

In situations of curricular innovations, more than in others, a set of skills
are required of the teacher that not only focus on new contents, but also
on new practices. To assume the responsibility of the art of teaching, the
teacher will have to take risks and exercise some autonomy, because he
will be seeking what is new and there is not yet an established practice
that has been through a validation period in classroom situations.

While teachers are one of the most sensitive parts of a curriculum
innovation, their adherence and understanding of a new proposal is
essential. In addition, Pint6é (2005) points out that teachers respond to
innovations influenced by their knowledge and beliefs about their
learning and teaching practices, and are faced with at least four
“myths”—that of transmission, efficiency, accuracy and preparing
students for exams. Koulaidis and Ogborn (1995) also add other
obstacles, such as the possible deficiencies in specific content and
inconsistent epistemological notions about science and science teaching.

These perceptions, which are built into their practices or even remain
from their previous experiences as students, have profound effects on
teachers’ practices. According to Pintd (2005), it is common for teachers
to undercut the original objectives of innovation and reduce the distance
existing between the new proposal and what they are accustomed to do.
The research by Ricardo and Zylbersztajn (2002, 2007 and 2008) show
similar results when investigating the attempts for curricular innovations
undertaken in Brazil in the 1990s in accordance with the Official
Guidelines of the Ministry of Education. In the interaction between a
teacher and an innovation, there may be changes and adaptations,
resulting in a practice at odds with the original expectations. Pinto,
Couso, and Gutiérrez (2005) state that in the interaction between teachers
and innovations, this can result in a “new life”.

Thus, in situations of curricular innovations, questions such as “Does
what I am teaching meet the initial goals of education?” take on a pivotal
role. Therefore, the theory of didactic transposition, as a tool enabling a
teacher to use epistemological vigilance, becomes crucial. If this
theoretical tool is indeed important, then it would be appropriate to give
teachers the opportunity to know it and use it in pre-service education, for
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these teachers to be better prepared to face situations of curricular
innovations. That was the objective of a Practical Activity developed with
future physics teachers in the Physics Teaching Methodology course at
the University of Sdo Paulo, whose results will be presented and
discussed herein.

2. Didactic transposition and epistemological vigilance

For Chevallard, the theory of didactic transposition is a theoretical tool
that enables teachers to “stand back, cross-examine the evidence,
guestion the simple ideas, freeing themselves from the deceptive
familiarity of the subject of study. In a nutshell, it is what allows
exercising epistemological vigilance” (Chevallard, 1991/1997, p. 16). It
can be said that didactic transposition is an analytical tool that enables
epistemological vigilance about what is taught with regards to what had
been assumed as a teaching object, enlightening the differences and
changes between the spheres of knowledge, more precisely, between
knowledge to be taught and knowledge taught. According to Astolfi,
Darot, Ginsburger-Vogel, and Toussaint (1997), it is what enables the
creation of what is teachable.

For Chevallard, the route of reference of knowledge up to the moment
it is put into practice in the classroom requires a great deal of
transpositive work and the construction of new knowledge. This new
knowledge will have an epistemological status that is different from
reference knowledge, as highlighted by Astolfi and Develay (1995).
Note, therefore, that didactic transposition determines only some
simplifications of the knowledge taught, hiding a complex set of variables
of this process, hence possibly preventing a better epistemological
understanding of what is taught.

Acknowledging that a certain fraction of reference knowledge is
chosen to be taught and that it will necessarily undergo some changes and
adjustments, its teaching may be received as pathological by teachers,
according to Chevallard (1991/1997). The didactic transposition could be
understood as “violence” against the act of teaching and a first reaction
could be refusing to do it. This becomes more evident when Chevallard
states that “the knowledge produced by didactic transposition is therefore
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knowledge exiled from its origins and separated from its historical
production in the reference knowledge sphere, hence legitimising itself as
knowledge taught, as something that belongs to no time and belongs
nowhere” (Chevallard, 1991/1997, p. 18). However, teaching is an
essential requirement that has to be faced and, therefore, it is essential to
understand this process in order to organise and structure the knowledge
to be taught according to the teaching design desired, because “no
knowledge taught is authorised by itself” (Chevallard, 1994, p. 146). In
other words, the epistemological legitimacy that science enjoys does not
automatically apply to knowledge to be taught and knowledge taught.
Some cultural legitimacy is required of them. This hostile reception to
didactic transposition in school is due to putting into question the
legitimacy of the knowledge taught, thus questioning its status regarding
the knowledge where it originated. Research conducted by Ricardo and
Freire (2007) and by Ricardo, Custodio, and Rezende (2007) show that
both teachers and students have difficulties in justifying the presence of
school science in the Brazilian curricula. In most cases the justification
applies to the science of reference, not its teaching.

With this in mind, it is noteworthy that teachers already work within
the didactic transposition, as their performance occurs within an
educational system where many decisions have already been made and
choices have already been made by the noosphere. The noosphere is
where the teaching operation is thought out according to different
ideologies, comprising, according to Chevallard (1991/1997), “the
operational core of the transposition process” (p.34), i.e., external
didactic transposition. Thus, an important step for the teacher to exercise
his autonomy, especially in situations of curricular innovations, would be
to recognise that there is such a transposition and understand that there
are opportunities to organise teaching knowledge in different ways. That
is, work on the didactic transposition, having as reference the initial
design of education. The knowledge to be taught will take on a new
shape, new textualisation, accompanied by a process of depersonalising,
desyncretising, decontextualising, publicity and programmability (Che-
vallard, 1991/1997; Johsua & Dupin, 1993; Raisky & Caillot, 1996), to
be recontextualised into a new discourse in the textbooks and teaching
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materials. In addition, not only epistemological aspects, but also the
psychological and pedagogical features will be required of such new
knowledge, in order to ensure its survival in the school environment.

The knowledge that remains in the classroom for a long time is
knowledge adapted to the characteristics of the teaching system, that
fulfil some requirements such as originating from consensual knowledge,
being operational, and morally and “biologically” contemporary. Even
the school contents that undergo constant attacks from the community of
researchers in physics education (in kinematics, geometrical optics, scale
changes, etc.), survive in the school environment because they are highly
operational, as they are capable of producing activities, exercises and
assessments and fit quite well into the school routine. They comprise
consensual knowledge, hence ensuring the teacher good management of
the school routine, although not contemporary when compared to modern
science.

The theory of didactic transposition can offer some ways to better
understand the production and survival of school knowledge in
educational systems. It also allows to understand why school programmes
undergo little change over time and why new knowledge and practices
are rarely incorporated into the school subjects. In situations of curricular
innovations, the question that arises is: why would teachers leave behind
the knowledge and practices that have survived in the school environment
and go for new practices and new knowledge, whose relevance is not yet
known? What guarantees the success the teacher will have in implemen-
ting something new? That is why we stated earlier that teachers are one of
the most sensitive parts in a curriculum innovation. Their beliefs and
practices are built both subjectively, as well as with the experiences
shared with their colleagues, which ensure their survival in the school
setting, even if the results are questionable. The origins of these
representations, in some cases, refer to the personal beliefs of teachers
and their past experiences as students, as highlighted by Pint6 (2005).

However, if on the one hand such practical knowledge ensures the
teacher’s survival, on the other hand, the obstacles to change become
real. Thus, the teacher’s education will have to receive special attention in
order to be prepared to understand and implement curricular innovations.
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In other words, there is a need to offer in the teacher’s pre-service
education the theoretical tools that will enable him to perform
epistemological vigilance of what he teaches in school, hence performing
his role as the main agent in implementing innovations in the classroom,
with sufficient autonomy to perform in the internal didactic transposition.
Autonomy is needed in order to take risks. As Davis (2003) points out,
curricula and innovative methodologies involve managing a variety of
problems and taking risks. This was the goal in the Practical Activities
that will be described below.

3. Methodology

In situations of curricular innovation, the teacher will depend on the
teaching materials and textbooks, as these new methodologies and new
knowledge have not been put to the test of practice. In this case, as
mentioned earlier, the epistemological vigilance assumes greater impor-
tance and the analysis of the teaching materials used by teachers becomes
crucial to evaluate and validate the implementation of innovations.

In the case of the Brazilian educational system, situations of curricular
innovations are not yet a tradition. The changes that occurred due to the
requirements by the Laws of Education Guidelines took place over long
periods of time. However, at present, there is a curriculum proposal and
specific materials for teachers are in the implementation phase in the
State of Sdo Paulo. However, these documents provide only general
guidelines and the teacher will still need to seek support in the textbooks.
The hope is that these are not the only sources of knowledge to be taught
or the only way to present knowledge taught in the classroom. In this new
perspective, it is expected that teachers put into action the internal
didactic transposition and carry out their autonomy.

For this, some tools to implement such innovations that are deemed
relevant in schools can already be anticipated and incorporated into the
pre-service educational strategies for future teachers, as suggested by
Pint6 (2005), as it is known that offering ready-made teaching materials
is not enough for the desired changes to occur. One such tool is didactic
transposition in its analytical dimension. But discussing the theoretical
aspects of Chevallard’s theory does not seem to be enough. There is a
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need to conduct future teachers to exercise critical observation and to
carry further an analysis of the materials. Therefore, a Practical Activity
was developed and applied to students of the Physics Teaching
Methodology course.

The purpose of the activity was to analyse the course of didactic
transposition in high school physics textbooks using historical articles as
a reference. The work was developed in small groups of students and
took place after discussing articles on the theory of didactic transposition.
For the activity, the students had textbooks and historical articles of
chosen subjects. These articles or extracts of original historical texts,
served as empirical reference for the analysis of changes that took place
in the knowledge to be taught found in these textbooks. With these
materials, the students were conducted to examine some aspects of the
process of teaching school knowledge using the following categories:

— time reduction;

- dogmatising, i.e., maintenance of products and exclusion of processes;

- depersonalising, i.e., loss of the discovery context, of the individual
activity;

— desyncretising, i.e., loss of epistemological context to which it
connects;

— decontextualising, i.e. loss of historicity;

- risks, i.e., non-viability of time, inadequate, “decharacterised” school
knowledge.

The Practical Activity presented and discussed in this paper was applied

to four Physics Teaching Methodology classes in 2008 and 2009. The

activity was developed in small groups and eight to ten books were

analysed, depending on the number of students in each class. In those

classes the historical article entitled 4 “Nova Teoria sobre Luz e Cores”

de Isaac Newton: uma traducéo comentada (Isaac Newton’s “New theory

about light and colours”: a commented translation), by Silva and Martins

(1996), was used. According to the authors, this was the first published

work by Newton describing his views about the nature of white light and

colours. Acceptance of Newton’s hypotheses was problematic and

generated intense debate, including renowned names such as Hooke and

Huygens. For the authors, it is not possible to conclude that white light is

247



Elio Carlos Ricardo and Mauricio Pietrocola

a heterogeneous mixture of coloured rays only from the experiment of the
forming of a colour spectrum through a prism (Silva & Martins, 1996).
Furthermore, they point out that Newton’s work enables verifying the
complexity of the elaboration and acceptance of a scientific proposal.
However, this experiment is presented in textbooks “as evidence that
white light is a mixture of coloured rays” (Silva and Martins, 1996,
p. 314).

This historical text specifically presents some advantages. The
students, future teachers, will not be science historians. Thus, well
situated and historically defined episodes like the preceding one facilitate
access to historical documents and do not require long study periods.
Furthermore, it relates to knowledge found in high school physics
textbooks. The discussions of didactic transposition, associated with this
task and supported by the historical article as a reference, served for the
students to make clear that the bodies of knowledge to be taught that
appears in textbooks are “exiled from their origins and separated from
their historical production” (Chevallard, 1991/1997, p. 18), as shown by
the following results.

4. Result discussion

In the teaching process of reference knowledge there are some changes
with respect to the original research forms. At the same time, such
knowledge retains features that are specific to the context in which they
will be taught. Being able to assess the possible consequences of such
changes and their implications in teaching is the teacher’s task. This new
knowledge will have to take the form of a new text that can be dissemin-
ated in the programs and which can be appropriated by teachers and
students. It is about providing such knowledge publicity and program-
mability, consistent with the available school time.

Regarding the reduction of time, the students observed in their
analysis that:

The textbook [A] starts the study of light in Greece with Plato, who tried
to answer the following question: why do we see an object? Soon after,
the book “falls” in our time. (A7)
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The textbook presents condensed concepts, with the explicit purpose of
solving the exercises that are proposed in the material. (A11)

The process of questioning, comparisons between the various theories
that emerged before that which is accepted today, lose ground to the
exercises. (A5)

Textbooks considerably reduce the dimension of time between the
various preceding scientific theories. They prioritise, in this case, an
operational approach of the subject in the form of exercises, giving the
impression that the same research question occupied the minds of the
philosophers, from Plato to Newton, as student A7 seems to suggest.
With regards to the dogmatising of science, some students stated that:

No book describes the experiments that led Newton to formulate his
theory of light and colour and much less the reasoning sequence to arrive
at it. As a rule, only a sketch of the prism separating the components of
white light is presented. (A1)

The book treats the subject in a totally dogmatic form, without presenting
the process that created the theory of light dispersion. Desyncretising is
also clear, from the moment that the authors present the prepared
concepts, without showing what problems led to their study. (A6)

Coupled to the operational form in which teaching knowledge is
presented—i.e., favouring solving problems without exploring conceptual
aspects—, science takes on a dogmatic form in textbooks, according to
the analysis of Al and A6. This leads to a misunderstanding of science as
a human and historical endeavour. The process of depersonalising
identified by Chevallard also contributes to this:

Newton’s text is very personal, written in the first person. The teaching
text says, informs, that the separation of colours is like that, as if the truth
was beyond question or experiment. (A3)

The experiment, history, date, character, all of that is left out so that there
is a brief theoretical description about refraction and dispersion, and then,
right away, it begins working on the problems and exercises. (A9)

In the content approach, a clear loss of individual action, of discovery, is
obvious. However, in the appendix there is a simplified explanation of
how Newton arrived at his results. (A12)
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To meet the school context requirements, the knowledge to be taught is
presented in a sustained order often in prerequisites that omit the
construction process of this knowledge and the dynamics of its actors,
describing a depersonalised knowledge to be taught. The personal
investments and previous contributions disappear to make way for a
theoretical model that seems to be born ready for use. The students
identified these characteristics in the textbooks examined, as observed by
their comments. According to Al2, one of the textbooks tries to rescue
some historical aspects in a supplementary text. The dogmatic nature is
revealed once again, especially in the analysis by A3. Again, the
operational dimension of the content, in the form of practical exercises, is
verified by A9.
Desyncretising was also identified in the analysed textbooks:

The text directed to high schools, in its brief historical contextualisation,
gives students the impression that the contents of the chapter developed
linearly and rapidly over time, resulting in the final product for the
explanation of colours. (A10)

Desyncretising indicates the necessary delimitation in the knowledge
areas. It consists in separating the areas of theoretical knowledge into
specific learning areas, spreading the theories into school subjects,
chapters and sections, in order to meet the teaching project. It is a
reorganisation of knowledge, breaking off from its chronological
sequence, in order to be presented in a new structure. Concepts that are
part of the body of a theory are often treated as separate and independent.
A10 draws attention to the linear form taken on by the knowledge to be
taught. The excess of systematisation can lead teachers to believe that the
sequences of teaching contents only have that form which is presented in
textbooks, when it is about a local variant of contextualised knowledge.
Decontextualising was also commented thus:
Another point refers to some problems that occurred during the
experiment, as for instance the visualisation of oblong images, when it
was expected they would be circular. In the textbook, the experiment
appears perfect, problem-free. (A2)
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The text provides false information on the studies of Newton, saying that
Newton discovered that a beam of sunlight, when passing through a glass
prism, breaks up into a coloured beam. But Newton himself stated: “I
procured a triangular glass prism to try therewith the celebrated
phenomena of colours.” (A6)

The epistemological exile declared by Chevallard is evident. The original
problems disappear and the final products are presented as if they
answered the initial question, in an apparent linearity of ideas and
hypotheses. When knowledge to be taught is turned off from the
problems of research and from the conceptual network that originated
them, they lose much of its meaning. Or, they have meaning only in
idealised situations with only a didactic purpose, as if there was a science
for school and a “science” for everyday life.

These transpositive processes occur simultaneously and their
separation into categories serves only to illustrate each one more clearly
and to facilitate the analysis by future teachers. It is expected they are
able to assess the risks and to have sufficient autonomy to make choices
and work within the didactic transposition, hence exerting an epistemo-
logical vigilance. Durey and Martinand (1994, pp. 76-77) present the
following question: “Is this school knowledge, of which we know that it
has been decontextualised, disjointed and separated from the social
practice which historically originated it, still functional today in a practice
outside the school, and at what price?” The previous analysis showed that
the “exile” of school knowledge can deprive it of meaning.

5. Conclusions

For Couso and Pinté (2009), when teachers participate in the planning,
preparation and implementation of curricular innovations, the chances of
success are higher. However, as mentioned earlier, in the implementation
of innovations the conceptions, beliefs and practices are mobilised and
the context of the teacher’s work will also receive influence. Upon
arriving at the school environment, an innovation proposal has already
gained new life. Thus, there is need for an epistemological vigilance both
in the preparation of teaching materials and structures and in its
implementation.
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How are the concepts presented? How are the activities structured?
How are the experiments thought out? What words are used? What
analogies are made? According to Pinté (2005), these are critical details,
which may distance the practice of the initial objectives from the
education project. On the other hand, teachers will inevitably adapt their
teaching practices to their own work context. The question is whether
these changes are conscious and what are their consequences.

The Practical Activity presented and discussed in this work was meant
to help the teacher to take on a more critical stance in situations of
curricular innovations and to be prepared to face the new challenges that
will appear in the future. However, to rely only on their intuition, beliefs
and practical knowledge does not seem sufficient (Pint6 et al., 2005).
A fundamental theoretical tool is the practice of epistemological
vigilance. Therefore, only discussing didactic transposition did not seem
enough. But its association with historical articles on specific topics as
empirical reference proved to be promising, as suggested by the results
presented herein. The methodological approach used enabled articulating
epistemological analysis and didactic analysis, and questioning the
“therapeutic” illusion of some of the aged knowledge that remain in the
school curricula, in textbooks and in classrooms at the expense of adding
new knowledge.

Other historical episodes can also be used in conjunction with the
theoretical discussions. A scientific extract about the discovery of
electrostatic induction by Michael Faraday, and the comparison with the
explanations of this phenomenon found in textbooks, has also been used
for the same task with the future teachers. The results are equally
relevant. Both allowed applying epistemological vigilance and the
historical texts reinforced the evidence and made clearer the teaching
processes of the knowledge found in textbooks.
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Conocimientos matematicos de menores trabajadores
agricolas. Primeras reflexiones sobre la fecundidad
de la TAD para su caracterizacion
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Abstract. This research focuses on the identification of mathematical knowledge
of children who frequently travel with their families in order to work in the fields
in Mexico. There is some evidence showing that, for various reasons, schools do
not see to the needs of these children properly. We are interested in identifying
the relationships between school knowledge and non-school knowledge. In order
to achieve this objective, we will investigate which theoretical and methodo-
logical tools of the ATD could help see and understand this problem.

Résumé. La recherche porte sur 1’identification des connaissances mathéma-
tiques des enfants qui changent fréquemment de lieu avec leur famille pour
travailler dans les champs, au Mexique. Il est évident que 1’école ne satisfait pas
les besoins de ces éléves pour différentes raisons. Nous nous intéressons aux
rapports qui s’établissent entre les connaissances scolaires et les connaissances
non scolaires et nous examinons dans quelle mesure les outils théoriques et
méthodologiques de la TAD peuvent nous aider a etudier ce probléme.

Resumen. En esta investigacion se trata de identificar los conocimientos
matematicos de los nifios de familias que emigran para trabajar en el campo, en
México. Hay evidencia de que la escuela no satisface las necesidades de estos
alumnos, por distintos motivos Estamos interesados en estudiar algunas de las
relaciones que se dan entre los conocimientos escolares y 1os no escolares. ¢En
qué medida las herramientas tedricas y metodoldgicas de la TAD podrian
ayudarnos a alcanzar este objetivo?

Bosch, M., Gascon, J., Ruiz Olarria, A., Artaud, M., Bronner, A., Chevallard, Y.,
Cirade, G., Ladage, C. & Larguier, M. (Eds.), Un panorama de la TAD (pp. 255-279)
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1. Presentacion de la problematica

Cuando en México el trabajo infantil esta prohibido, hay familias que por
sus condiciones precarias de vida y en algunos casos por cuestiones
culturales, utilizan a los menores en la realizacion de ciertos trabajos.
Entre estos menores trabajadores pueden distinguirse los jornaleros
agricolas migrantes.

Estos nifios y nifias viajan constantemente junto con sus familias
desde sus estados de origen (denominados «estados expulsores») hacia
otros estados, mayoritariamente del norte de México («estados
receptores»), para trabajar en actividades agricolas. La actividad que las
familias trabajadoras realizan consiste, en general, en el corte de frutos,
legumbres o granos. Las acciones especificas que llevan a cabo durante
su jornada de trabajo dependen del producto agricola que se recolecta, del
momento en el que se encuentra su produccion (preparacion de la tierra,
siembra, corte, empaque, por mencionar algunos) y de la forma en que se
comercializa.

En algunos de los campos de cultivo a los que las familias llegan a
trabajar, la Secretaria de Educacion Publica (SEP) y el Consejo Nacional
para el Fomento Educativo (CONAFE) ofrecen el servicio educativo a los
menores con la finalidad de que continGen sus estudios de la escuela
primaria, los cuales son constantemente suspendidos debido a su
condicion de migrantes y de trabajadores.

A partir de algunas exploraciones que hemos hecho con menores y
adultos pertenecientes a esta poblacién (entrevistas, observaciones en las
aulas y en los campos de cultivo) tenemos algunas evidencias que nos
hacen suponer lo siguiente:

— Por un lado, debido a las actividades que desempefian y al contexto
social en el que se desenvuelven, estos menores han adquirido un
dominio de la numeracién oral y un calculo mental eficiente para
determinadas situaciones, asi como ciertas habilidades para la
estimacion de medidas que les permiten enfrentar las situaciones de
trabajo y de otros aspectos de su vida cotidiana.
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— Por otro lado, es posible que algunos de los conocimientos implicados
en las situaciones que la escuela les ofrece, estén por debajo de lo que
estos nifios y nifias ponen en accion en ciertas actividades cotidianas.

— Por otra parte, nos hemos encontrado que dentro de la escuela varios
de los nifios tienen serias dificultades para escribir nimeros y para
efectuar algoritmos correspondientes a su grado escolar, por lo que es
probable que la escuela no les esté resolviendo el acceso a los
conocimientos matematicos convencionales.

Ante esta situacion, nos preguntamos:

— ¢Es posible identificar vinculos entre los conocimientos que los meno-
res construyen fuera de la escuela con los que se ensefian en ella?

— ¢Cdmo relacionan los menores estos dos tipos de conocimiento? ;Se
enriguecen mutuamente, se complementan, o entran en conflicto?

— ¢Podrian aprovecharse los conocimientos que los menores construyen
fuera de la escuela para mejorar el aprendizaje escolar?

— ¢Es posible que el aprendizaje escolar contribuya a resolver necesi-
dades que estos menores y sus familias enfrentan en su condicion de
migrantes y de trabajadores?

Intentar responder a estas preguntas nos ha llevado, por una parte, a
formular cuestiones mas basicas que puedan ser un punto de partida para
nuestra investigacion; por otra parte, nos ha demandado una constante
busqueda de herramientas tedricas y metodol6gicas que nos permitan
abordar la probleméatica que nos ocupa. En los apartados siguientes
presentamos algunos de los hallazgos de nuestro trabajo de investigacién
y hacemos un ejercicio en el que intentamos un primer acercamiento a los
datos desde algunas nociones de la TAD.

2. Conocimientos matematicos de menores trabajadores
agricolas. Primeras exploraciones

Entre los afios 2003 y 2004 entrevistamos a 11 alumnos jornaleros
agricolas migrantes, la mayoria de ellos eran originarios del estado de
Oaxaca (estado «expulsor») y viajaban hacia Sinaloa, Sonora o
Chihuahua (estados «receptores») para trabajar en los campos de cultivo.
Las entrevistas y las situaciones que en ese momento se les plantearon
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pretendian identificar algunos de sus conocimientos relacionados con los
nimeros y con las operaciones basicas. Para ello se les presentaron
situaciones que implican contar, comparar y formar distintas cantidades,
en el contexto del dinero. En ese mismo contexto planteamos situaciones
gue implican comunicar e interpretar cantidades escritas con nimeros.
Los materiales que se utilizaron eran «monedas» de cartoncillo de $1 y
$10, y «billetes» de juguete de $20, $50, $100, $200 (los billetes tienen el
mismo disefio que los billetes verdaderos, pero son mas pequefios). Se les
plantearon también problemas verbales aditivos y multiplicativos
relacionados con algunas de las actividades que realizan en los campos de
cultivo y en sus comunidades de origen.
Sobresalen dos aspectos de esa primera exploracion:
— Ladiversidad de conocimientos matematicos en alumnos de un mismo
grado y los posibles factores que dan lugar a esa diversidad.
— La presencia de procedimientos no convencionales y de
conocimientos escolares en los alumnos entrevistados.

2.1. Diversidad de conocimientos matematicos en alumnos de un
mismo grado y posibles factores que dan lugar a esa diversidad

Para ejemplificar este aspecto, comentaremos brevemente los casos de
tres alumnos de primer grado de educacion primaria;1 los tres pertenecian
al mismo grupo escolar y en el momento de la entrevista se encontraban
en su comunidad de origen, San Miguel Tilquiapam, en el estado de
Oaxaca. Todos ellos han trabajado en campos de cultivo de distintos
estados del pais.

Caso 1. Bernardo (edad: 6 afios y 11 meses). Bernardo viaja con su
familia a los campos de cultivo del estado de Sinaloa, trabaja cortando
tomates. En ese momento tenia cinco meses asistiendo a la escuela de su
comunidad. Anteriormente asistié a clases durante siete meses en un
campo de cultivo de Sinaloa.

Durante la entrevista Bernardo mostré dominar la cardinalidad (conto
colecciones de monedas de $1 mas alld de veinte y logré contar $118

1. Generalmente los alumnos que cursan el primer grado de la escuela primaria tienen
entre seis y siete afios de edad, sin embargo, en el caso de los menores jornaleros
migrantes, debido a la poca regularidad con la que asisten a la escuela, muchos de los
alumnos de primer grado rebasan esa edad.
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usando monedas de $10 y de $1), pudo identificar el valor de cada uno de
los billetes ($20, $50, $100, $200) y formé con ellos cantidades de hasta
tres cifras (cabe aclarar que el curriculo oficial establece como rango
méaximo el nimero 100 para este grado escolar). Bernardo pudo leer
cantidades distintas a los valores de los billetes solo si se trataba de
cantidades de dos cifras. En lo que se refiere a la resolucion de problemas
aditivos con nimeros pequefios no mostrd dificultades relevantes.

Caso 2. Javier (edad: 11 afios). Este nifio viaja junto con su familia
para trabajar en los campos de cultivo. Ingres6 a primer grado en enero
(la entrevista se hizo en agosto). Aunque Javier comenta que en algunas
ocasiones iba a la escuela, su maestra considera que esta es la primera vez
gue asiste de manera continua.

Javier pudo formar con los billetes cantidades de tres cifras y pudo
leer nimeros de tres y de cuatro cifras. En lo que se refiere a la escritura,
escribio cantidades de dos y tres cifras, aunque en algunos momentos
dudaba de la escritura de algunos nimeros de dos cifras, por ejemplo
invertia la posicion: 01 (diez), 04 (cuarenta). Con las cantidades de cuatro
cifras tuvo mas problemas: para mil doscientos primero escribié 1020,
pero después él mismo corrigié y escribi6 1200. ElI ndimero mil
quinientos lo escribié asi: 100050.

Caso 3. Concepcion (edad: 11 afios). Esta alumna también ha traba-
jado en los campos de cultivo. En el momento de la entrevista estaba
cursando por tercera vez el primer grado, pues aunque contaba con una
boleta que la acreditaba como alumna de tercer grado (se la dieron en la
escuela del campo de cultivo en el que trabajaba), cuando lleg6 a la es-
cuela de su comunidad la regresaron a primero, con el argumento de que
no tenia los conocimientos necesarios. Estuvo siete meses en primero y
volvieron a reprobarla.

Durante la entrevista, Concepciéon tuvo dificultades para identificar el
valor de algunos billetes. Pudo leer correctamente nimeros de dos y de
tres cifras. Escribié numeros de dos cifras, tuvo muchas dificultades para
escribir los de tres cifras, y aunque también tuvo problemas para escribir
nameros de cuatro cifras, se aproximé mas a la escritura convencional de
estos Ultimos; por ejemplo, escribié 100 para representar 1000 y1002
para 1200.
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Comentarios. Tenemos el caso de tres alumnos que tienen en comdn
el estar cursando el primer grado de la primaria (aungque con trayectorias
escolares muy distintas), que han trabajado en los campos agricolas y que
estan en pleno proceso de apropiarse del sistema de numeracién escrito.
Si bien sus dificultades con la escritura numérica son similares a las que
suelen presentar en la escuela nifios no trabajadores que estan cursando
también el primer grado, nos llama la atencién las diferencias que se
presentan entre los mismos menores trabajadores respecto a la
apropiacion que cada uno de ellos ha logrado de la numeracidon escrita,
por lo que cabe preguntarse por los factores que dan lugar a tales
diferencias: ¢la edad, la escolaridad, la participacion en el trabajo?

Parece que en estos casos la edad no es un factor determinante, pues
aun cuando Bernardo es el menor de los tres, pudo interpretar cantidades
gue van mas alla del rango numérico establecido en el curriculo para el
primer grado y en algunos aspectos no esta muy distante de los que Javier
y Concepcion pudieron hacer. (A qué se debe ese conocimiento? (A las
situaciones extraescolares a las que ha estado expuesto? También pode-
mos ver que si bien Javier y Concepcidn tienen la misma edad, su desem-
pefio no es el mismo. ;Qué factores dan lugar a esas diferencias? ¢Es
posible que, por la diferencia de género, Javier y Concepcion realicen
actividades distintas en el trabajo que pudieran proporcionarles conoci-
mientos diferentes? En ese sentido, ;qué situaciones del trabajo les han
permitido a Javier y a Bernardo acercarse al conocimiento de los nimeros
escritos?

Por otra parte, retomando el factor de la escolaridad, también esta por
averiguar las implicaciones que esta tiene en los conocimientos
matematicos que adquieren los alumnos. Aun cuando Javier ingresé al
grupo de primer grado en enero y Concepcién en mayo, segun la maestra
este es el primer contacto de Javier con la escuela; en cambio, para
Concepcion seria la tercera ocasion que cursa el primer grado. ¢Sera que
en el caso de Javier la escolaridad le ha ayudado mas rapidamente —y de
mejor manera— que a Concepcion? ;Serd que las experiencias que
Concepcion ha tenido en la escuela ha sido un obstaculo antes que una
ayuda?
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2.2. Presencia de procedimientos no convencionales y de
conocimientos escolares

Como se menciond anteriormente, a los 11 alumnos entrevistados se les
plante6 también problemas verbales aditivos y multiplicativos con la
finalidad de explorar sus conocimientos sobre las operaciones bésicas. El
contexto de estos problemas dependi6 de los comentarios que cada nifio o
nifia hacia sobre las actividades que su familia lleva a cabo en su
comunidad de origen o en los campos de cultivo en los que trabajan. Las
operaciones matematicas y el tamafio y tipo de numeros que los
problemas ponian en juego dependian, por un lado, de la informacién que
el alumno iba aportando, y por otro lado, de la habilidad que demostraba
en la resolucion de los problemas (la complejidad iba aumentando
gradualmente en funcidn de lo que el alumno mostraba saber).

Podemos distinguir basicamente dos tipos de procedimientos de
resolucion: los «no convencionales» y los «escolares». Esta denomina-
cién es momentanea puesto que, por un lado, seria necesario establecer de
manera clara una distincion entre estos tipos de procedimientos, y por el
otro lado, es probable que algunos de ellos sean «hibridos», esto es, que
combinen aspectos de ambos grupos. No obstante, esta distincion
provisional nos permite hacer un primer andlisis de los conocimientos
matematicos de los alumnos.

En lo que se refiere a los procedimientos no convencionales, el mas
utilizado fue el célculo mental; sin embargo, en varios casos no fue
posible identificar las estrategias especificas de calculo que los alumnos
utilizaron, en otros casos sospechamos que Se apoyaron en su experiencia
para obtener rapidamente algunos resultados (por ejemplo, la memoriza-
cion de ciertas cantidades como consecuencia de su uso frecuente). Solo
en un caso se pudo tener una aproximacién a un procedimiento de
descomposicién de cantidades en funcion del valor de las monedas.

Respecto a los procedimientos y recursos escolares, por el momento
los caracterizamos como el empleo de ndmeros escritos y la utilizacion de
algoritmos. Podemos decir que los utilizaron pocos alumnos y la mayor
parte de las veces de una manera poco eficaz. En los casos en los que se
utilizaron de manera funcional fue cuando los alumnos los incorporaron a
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sus propios procedimientos. Veamos algunos ejemplos con alumnos de la
misma comunidad de San Miguel Tilquiapam, en el estado de Oaxaca.
Caso 4. Aquileo (nueve afos de edad, 2.° grado).2 Viaja con su familia
a Sinaloa para trabajar en el corte de chiles, tomates y pepinos. Se le
plantearon cinco problemas multiplicativos a partir de la informacion que
nos dio sobre su trabajo en el campo de cultivo; resolvi6é correctamente
todos ellos mediante calculos mentales. Presentamos aqui dos ejemplos:

Problema A. ¢Cuanto pagan si se recolectan 30 cubetas de chile en un
dia? (Por cada cubeta se pagan $2.50.)

Parece ser que Aquileo primero calculé cuanto seria por las monedas
de 2 pesos considerando las 30 cubetas, y después calcul6 cuanto seria
por las monedas de 50 centavos de esas mismas 30 cubetas, para final-
mente sumar ambas cantidades:

E. [Entrevistadora] (...) ¢Y tienes una idea de cuanto es de 30 cubetas en
total?

A. [Aquileo] (Después de casi un minuto de silencio, responde) 75.

E. ¢Y como supiste eso?

A. Porque conté las de un dos, y luego conté (inaudible). Luego conté
de 30, 30 monedas de 50 centavos. Por eso eran 15.

E. ¢ Y luego qué me dijiste que hiciste?

A. Conté las 30 monedas de 50 centavos.

E. jAh! Las 30 monedas de 50 centavos. ¢Y cuanto es de eso?

A. 15 pesos.

E. ;Y luego qué mas hiciste?

A. Luego sumé en 2 en 2 (...) 30 y son... 30 eran de 1, y luego mas de
otro 1. Son 60.°

E. {Mas?

A. Més 30 monedas de 50 centavos.

E. ;Cuanto es en total entonces?

A. Son 75.

2. En general, la edad de los alumnos de segundo grado de primaria es de 7 a 8 afios.

3. El conteo de las 30 monedas de 2 no fue sumando 30 veces el 2, como podria pensarse,
sino sumando 2 veces el 30 apoyandose en el contexto de la siguiente manera: de un peso
son 30 pesos, de otro peso son otros 30 pesos.
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Problema B. ;{Cuanto se paga por siete dias de trabajo, si cada dia se
pagan 75 pesos por 30 cubetas de chile?*

Se esperaba gue el alumno se apoyara en el resultado que obtuvo en el
problema anterior ($75 por dia) para resolver este otro (7 veces $75); sin
embargo, Aquileo volvié a calcular el total de dinero que se obtendria de
cada una de las monedas ($2 y 50 centavos) pero considerando 7 veces 30
cubetas. En un momento solicito papel y lapiz para mantener un control
de las cantidades con las que estaba trabajando. Escribid lo siguiente:

30
30
30
30
30

30
+30

420

En realidad no resuelve la suma 7 veces 30, parece que su registro le
ayuda a controlar el nimero de veces que debe considerar 30 cubetas,
esto es siete veces; el 420 resulta de considerar $2 por cubeta; asi, por
cada 30 cubetas son $60, y siete veces $60 son $420. Después hace el
célculo para las monedas de 50 centavos de una manera similar a la
anterior: por cada 30 cubetas son $45, y siete veces $45 son $105. Al
final suma $420 mas $105 y obtiene el total: $525.

Comentarios. Si consideramos que la escritura de los nimeros suele
aprenderse en la escuela, la escritura numérica que hizo Aquileo para
resolver el problema B parece poner de manifiesto una integracion de
conocimientos escolares y no escolares; mas precisamente, un
procedimiento escolar integrado en un procedimiento no escolar,
cumpliendo la funcién de apoyo a la memoria: le permite llevar un
registro del nimero de dias, de la cantidad de botes por dia y del dinero
que se obtiene segln el valor de las monedas. ¢Podria tratarse de un

4. El problema que se plante6 es muy complejo; es de los llamados «de proporcionalidad
multiple»: la cantidad a cobrar al final depende de dos variables: nimero de dias, nimero
de cubetas por dia. No se advirtio6 esa complejidad en el momento de plantear el
problema.
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vinculo —establecido por el sujeto— entre conocimientos matematicos
de origenes distintos?

Finalmente, al igual que otros casos de alumnos de grados iniciales,
Aquileo demuestra saber mucho méas de lo que se espera que aprenda en
el grado escolar en el que esta ubicado: sus habilidades para el célculo
mental en problemas de tipo multiplicativo,” su conocimiento de los
nimeros al menos de hasta cuatro cifras, el dominio que tiene de su
escritura convencional, rebasa por mucho lo que se supone debe aprender
en el segundo grado de la educacidon primaria. Cabe preguntar: la
estrategia que Aquileo utiliza, ¢la habrd aprendido de alguien mas, por
ejemplo de sus padres? ¢Podria tratarse de una estrategia de calculo que
utilizan los demas trabajadores o se trata de un recurso propio de
Aqguileo?

Caso 5. Dorotea (11 afios, 6.° grado). Ella viaja a Culiacan con su
familia, pero no trabaja en los campos de cultivo; en Culiacan no va a la
escuela, se dedica a ayudar a su mama a las labores de la casa. Cuando
estd en su comunidad de origen (Oaxaca) si va a la escuela y su familia se
dedica a sembrar y a criar chivos y burros que luego venden. A partir de
esos comentarios se le planted el siguiente problema: «Si cada chivo se
vende a $800, ;cuanto es de 2 chivos?»

La alumna primero hizo una estimacion del resultado («16.000»), tal
vez mentalmente sumé 8 + 8 y al momento de considerar los ceros perdié
el control de las cantidades obteniendo ese nimero tan grande. Después,
para verificar su estimacion, planted la multiplicacion 800x800; cometid
algunos errores al llevar a cabo el algoritmo, errores que, no obstante,
arrojaron el resultado que ella habia previsto, pues obtuvo justamente
16.000. Posteriormente, con la ayuda de la entrevistadora, pudo efectuar
la multiplicacion de manera correcta, pero el resultado que obtuvo no la
convencid. Por ultimo, tal vez orientdndose por la experiencia de su
familia con la venta de animales y ayudada por una pista que le dio la
entrevistadora, resolvio el problema mediante la suma 800 + 800.

5. Aunque no resulta del todo claro como Aquileo opera, se alcanza a ver una técnica
usual de los adultos no escolarizados: la descomposicion de cantidades.

264



Conocimientos matematicos de menores trabajadores agricolas

Comentarios. Mas alla de las dificultades que Dorotea tuvo para
efectuar el algoritmo de la multiplicacién (conocimiento que en sexto
grado ya deberia dominar), llama la atencidn la dificultad que tuvo para
identificar la operacion que resuelve el problema y que no se hubiera
percatado rapidamente de que el resultado obtenido estaba muy distante
de un rango numérico aceptable; la experiencia que su familia tiene en la
venta de chivos podria haberle ofrecido un parametro para valorar ese
resultado, aungue también es posible que la entrevista la haya colocado
en una situacion escolar y que se haya sentido presionada a recurrir a un
algoritmo, echando de lado, por un momento, su experiencia familiar.

Retomando los planteamientos iniciales de este segundo aspecto,
tenemos entonces dos formas de utilizacion de lo escolar en la resolucion
de problemas: por un lado, un uso funcional que incorpora al conoci-
miento escolar como un apoyo para desarrollar procedimientos propios,
como se ve claramente en el caso de Aquileo; por otro lado, esta el caso
de quienes recurren a los algoritmos, cuyo conocimiento es predominan-
temente escolar, y utilizan ese conocimiento de una manera gque no es del
todo funcional, ya sea porque no hay un dominio del algoritmo o porque
la operacion elegida no es la adecuada, como es el caso de Dorotea.

3. Retos teodricos y metodoldgicos para abordar el problema

A partir de los casos anteriormente descritos, volvemos a algunas de
nuestras preguntas iniciales: ¢es posible identificar vinculos entre los
conocimientos que los menores construyen fuera de la escuela con los
gue se ensefian en ella? ;Como relacionan los menores estos dos tipos de
conocimiento? ¢Podrian aprovecharse los conocimientos que los menores
construyen fuera de la escuela para mejorar el aprendizaje escolar? ¢Es
posible que el aprendizaje escolar contribuya a resolver necesidades que
estos menores y sus familias enfrentan en su condicion de migrantes y de
trabajadores?

Intentar responder esas preguntas nos ha llevado a formular cuestiones
mas basicas que pueden ser un punto de partida para abordar las
preguntas anteriores. Las cuestiones basicas hacia las que se han dirigido
nuestras Ultimas exploraciones, son:
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— ¢Qué conocimientos matematicos ponen de manifiesto los nifios
trabajadores agricolas en situaciones extraescolares?

— ¢Cuéles son las situaciones extraescolares que demandan la puesta en
marcha de tales conocimientos? ¢ Cuales son sus caracteristicas?

— ¢Qué procedimientos o estrategias de resolucion ponen en juego estos
nifios ante situaciones escolares que implican los mismos conoci-
mientos para su resolucion?

Como sefialamos al inicio, este trabajo de investigacion también nos
ha puesto en la necesidad de revisar si algunas de las nociones teéricas de
la didactica a las que hemos recurrido para estudiar fendmenos en los
salones de clase, pueden ser utilizadas para estudiar los aprendizajes
matematicos que ocurren fuera del aula.

En el campo de la educacién matematica se ha puesto de manifiesto
un especial interés en torno a los vinculos entre los conocimientos
matematicos escolares y los extraescolares. Las diferentes perspectivas
gue conforman este campo abordan el asunto de formas distintas. Desde
nuestro punto de vista, hay al menos cuatro recorridos de investigacion
gue contribuyen al estudio de los conocimientos matematicos no
escolares y de su relacion con los escolares:

1. La definicion del conocimiento matematico a partir de la resolucion de
problemas y la implicacion epistemoldgica que tal definicion conlleva: el
conocimiento matematico puede tener una diversidad de sentidos asocia-
dos a las situaciones problematicas de las que emergen, lo cual cuestiona
la unicidad que suele asignarse al conocimiento matematico y pone en
primer plano el caracter relativo del mismo en funcién de tales situaciones
(Freudenthal, 1995; Chevallard, Bosch & Gascon, 1998; Brousseau,
2000).

2. La identificaciébn de conocimientos matematicos en situaciones no
escolares, particularmente las investigaciones que se han ocupado de
adultos no alfabetizados y que muestran la complejidad de las estrategias
que los sujetos ponen en marcha asi como sus limites de accion (Ferreiro
et al., 1987; Carraher, Carraher & Schliemann, 1995; Marifio, 1997; Soto,
2001).
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3. La caracterizacion de la diversidad de manifestaciones del conocimiento
matematico en situaciones escolares; diversidad que puede estar asociada
al sentido del conocimiento matematico segln la situacion problematica,
a la experiencia escolar de los alumnos y el grado de apropiacién de cono-
cimientos formales, o bien a las situaciones particulares del contexto so-
cial (Lerner & Sadovsky, 1994; Chevallard et al., 1998; Brousseau, 2000).

4. La caracterizacion de las formas en que funciona el conocimiento
matematico dentro de la escuela, considerando que la ensefianza de las
matematicas implica la elaboracion social —en el contexto del aula— de
un conocimiento que tiene sus vinculos con la disciplina, pero que
adquiere caracteristicas particulares al convertirse en un objeto de
ensefianza; tales rasgos los hacen distintos —tal vez inevitablemente
distintos— a los conocimientos que se producen y transmiten fuera del
aula. (Brousseau, 1999, 2000; Chevallard et al., 1998; Sadovsky, 2005).

No contamos con el espacio para desarrollar aqui los recorridos ante-
riores, 1o que nos interesa es destacar algunas de las preguntas que nos
hemos planteado a partir de nuestros hallazgos con estos nifios y nifias
trabajadores. Nuestro interés en esta exposicion es el de compartir la
busqueda de herramientas, particularmente desde la perspectiva de la
teoria antropoldgica de lo didactico, que nos permitan abordar los
conocimientos matematicos que tienen lugar en situaciones no escolares.
Cabe precisar que estamos haciendo ejercicios similares con otras
perspectivas, particularmente con la teoria de las situaciones didacticas,
pues hay una necesidad tedrica y metodol6gica de averiguar hasta dénde
es posible «extender » el uso de herramientas didacticas hacia espacios no
escolares y donde ya es necesario recurrir a otras perspectivas, tal vez no
didacticas, (Lave, 1991, 2001; Lave & Wenger, 2003) que nos ayuden a
comprender aquello que la didactica no pudiera mirar.

4. Matematicas en situaciones de trabajo y de la vida diaria
de los trabajadores agricolas. Un ejercicio de aproximacion
desde la TAD

La TAD caracteriza las mateméaticas como una actividad mas del
conjunto de actividades humanas que se llevan a cabo en la sociedad. Si
bien plantea que no es sencillo marcar una frontera precisa entre las
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actividades gue son matematicas y las que no lo son, describe la actividad
matematica como un «trabajo de modelizacion encaminado a resolver
problemas» (Chevallard et al., 1998). En esos términos, la actividad
matematica ocurre en distintas practicas que rebasan el &mbito escolar y
el ambito cientifico. Esta amplitud y diversidad de practicas en las que es
posible «hacer matematicas» incide en los conocimientos matematicos
gue Se ponen en juego o que resultan de esas préacticas.

La identificacion de los conocimientos matematicos que los menores
trabajadores agricolas aprenden en actividades extraescolares requiere,
necesariamente, de la identificacion y caracterizacion de las situaciones
gue dan lugar a tales conocimientos. (Como identificar tales situaciones?
¢Cuando podemos decir que estamos frente a una actividad matematica?
Mas aun, ¢es posible que las familias trabajadores tengan necesidades
especificas que requieren de un conocimiento matematico para ser
resueltas? ;Coémo saber si estamos ante un problema matematico real
para las familias? Nos referimos a necesidades matematicas que no son
de origen didactico, es decir, que no tienen que ver con aprender o
ensefiar matematicas, que demandan solo la solucién a un problema, o tal
vez una justificacién, o validacion (Chevallard et al., 1998).

Con esas inquietudes detras, realizamos una segunda exploracién
durante un mes y medio entre diciembre del 2008 y febrero del 2009 en
un campo de cultivo de uvas y esparragos en el estado de Sonora. En ese
periodo se realizaron entrevistas individuales y colectivas a menores y
adultos, se plantearon situaciones problematicas a los menores, se
observé a las familias trabajando en el campo de cultivo y a los menores
en sus salones de clases. Nuestras observaciones estuvieron orientadas
por las siguientes preguntas:

— ¢Qué actividades se llevan a cabo en el campo de cultivo?

— ¢Quiénes y como participan en esas actividades? En particular, ;como
participan los menores?

— ¢Como aprendieron a realizar tales actividades? ¢Hay alguien
encargado de ensefiarlas? Si esto es asi, ¢cOmo se ensefian?
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— ¢Qué actividades de las que se desarrollan en el campo implican
conocimientos matematicos? ;Qué conocimientos matematicos se
ponen en juego y cdmo funcionan en la actividad especifica?

— ¢Es posible identificar una técnica en la utilizacion de tales conoci-
mientos matematicos? ¢Cémo se aprende dicha técnica? ;Como se
ensefia?

En seguida presentaremos un par de ejemplos en los que alcanzan a
vislumbrarse respuestas a algunas de estas cuestiones. Se trata de dos
tipos de situaciones, en una de ellas se pone en juego la estimacion de
medidas y en la otra la interpretacion de nimeros escritos para el cobro y
pago de dinero.

4.1. La estimacion de magnitudes

Buena parte de las entrevistas colectivas que se realizaron a los alumnos
estuvo centrada en la descripcion de lo que ellos saben sobre el trabajo,
ya sea porque han participado directamente en él o por lo que sus
familiares les han contado. Las distintas actividades a las que hicieron
alusion tienen que ver con el cultivo de dos productos, que son los que
principalmente se trabajan en este campo de cultivo: las uvas y los
esparragos. De cada uno de ellos describieron algunas de las actividades
que se realizan durante la siembra, el corte y el empaque del producto.

En sus descripciones, los alumnos constantemente hacen referencia a
las magnitudes: la medicion, ya sea de pesos, de longitudes o de volumen,
esta siempre presente durante la siembra, la cosecha y el empaque de
cada producto. La medicion de las magnitudes en juego, 0 mas
precisamente, la estimacion de las mismas, parece ser una cuestion
sumamente relevante para los trabajadores, pues si esta no se hace de
manera adecuada habra consecuencias en el pago de su jornada laboral,
COMO Vveremos un poco mas adelante.

Cabe mencionar que en sus explicaciones, tanto los menores como
los adultos, recurren frecuentemente a la expresion corporal para ilustrar
los procedimientos de varias de las actividades del campo. El cuerpo es
una referencia constante sobre todo para estimar la medida de longitudes.
Un ejemplo es la utilizacién de la «cuarta» para la cosecha del esparrago
y para la plantacion de sarmientos, en el caso de la uva. «Una cuarta» es
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una medida no convencional que suele comprender la distancia entre el
pulgar —abierto— y el extremo del dedo medio. Esa medida se utiliza
para calcular la distancia que debe existir entre cada sarmiento de uva
cuando son plantados en el vivero del campo de cultivo. También se
utiliza esa medida en el corte del esparrago: en un sentido técnico
estricto, los esparragos que se cortan deben medir 9 pulgadas, segin la
explicacion que dan los agrénomos y supervisores del campo de cultivo,
quienes suelen traer consigo un flexdmetro cuyas unidades estan en
pulgadas; pero las indicaciones que dan a los trabajadores es que los
esparragos deben medir una cuarta (los trabajadores no traen flexémetro),
y esa es la referencia que en términos practicos se utiliza. Para la empresa
es importante que, en lo posible, el tamafio de los esparragos sea
homogéneo, pues la mayor parte de sus productos se exportan a los
Estados Unidos, por lo que el control de la calidad es estricto; por parte
de las familias trabajadoras, una buena estimacion de las longitudes del
esparrago, ademas de la consideracion de otros criterios (como el grosor),
les asegurara que su trabajo no sera rechazado, lo que se reflejara en su
salario.

Otra actividad en la que la medicion juega un papel importante, es en
el corte y empaqgue de uvas; se trata de varias tareas que se llevan a cabo
de manera casi simultdnea: en un mismo surco, mientras un miembro de
la familia corta racimos de uvas y los coloca en charolas o bandejas de
plastico, otro va empacando, esto es, mete los racimos en bolsas de
plastico y estas en una caja de cartdén. Cada caja debe tener 10 bolsas.
Una vez que tienen listas algunas cajas, las llevan a pesar a una bascula
gue estd a cargo de otro trabajador. La caja debe pesar entre 20 y 21
libras. Para que una caja sea aceptada, ademas de cumplir con el peso,
debe aprobar otros requisitos de calidad, entre ellos, que las uvas no estén
manchadas por el sol, que estén «dulces», aspecto que puede apreciarse
segun su color, que la presentacion del racimo sea atractiva a los ojos de
un posible cliente, etc. Las familias procuran hacer el trabajo conside-
rando todos esos criterios y a un ritmo muy rapido, pues su pago depende
del nimero de cajas que logren recolectar a lo largo de la semana (se hace
un registro diario de las cajas recolectadas por cada familia o «equipo» de
trabajo). Si alguna caja de uvas no cumple con alguno de los criterios en
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el momento en que se pesa, habréa que corregir la falla, lo que implica una
inversion mayor de tiempo y una menor produccién de cajas.

La habilidad en el desempefio de ese trabajo, con todas las compleji-
dades que conlleva, es una habilidad muy valorada entre las familias de
trabajadores, los agrénomos y supervisores y todos los demas trabaja-
dores que intervienen en esta cadena de produccion.

En estas actividades solo participan nifios y nifias con 12 afios de edad
como minimo, no obstante, los mas pequefios saben de esas actividades
por lo que han escuchado de sus familiares o por lo que han visto. ;Qué
saben los menores sobre el corte y el empaque de uvas? Particularmente
tuvimos interés en averiguar como interpretan la libra como unidad de
peso, pues en México la unidad que cominmente se utiliza es el
kilogramo (un kilogramo equivale, aproximadamente, a dos libras). Lo
gue sigue es un fragmento de lo que dos grupos de alumnos expresaron
sobre el tema:

«Una libra es cuando le pones «¢ Libras o kilos?»
o cuando le quitas»
(Marta, Yulissa, Fernando, Hugo y (Diana, Lizbeth, Miguel, todos han
Silvestre. Ninguno de ellos ha trabajado en esta actividad.)
trabajado en esta actividad.) 1. D.[Diana] A mi me gusta eso, no... no
1. E. [Entrevistadora] ;Cuanto me equivocaba mucho, tiene que ser
tienen que pesar? (las cajas de como... de... de 15... No ... de 15 kilos,
uvas). no sé de cuantos...
2. F.[Fernando] Eeeh... mmmm... 2. M. [Miguel] No, de 22 kilos...
3. H.[Hugo] 13 kilos... no me 3. D.(...) Y sise pasa, se regresa.
acuerdo... 4. M. Aja. Tiene que quitarle poquito a
4. F. 13 kilos, ¢no? cada bolsa.
5. S.[Silvestre] (13 kilos?... Levas | 5. E. [Entrevistadora] (...) ;Y ti como
a quitar libras. sabes si te pasaste?
6. F. Aja. 6. D. Esque ahi esta una... una... una
7. E. ¢(Qué dijiste de libras? pesadora.
8. S. jLibras! 7. M. Una béascula.
9. F. Libras cuando le quitas uvas. 8. D. Unabaés...Y una sefiora pues,
10. H. Aja, asi se llama. también diciéndote: esta bien, esta
11.S. Ossi no, échale una libra. mal... (...)
12.F. (Serie.) Si, es cierto. 9. E. Aja. Me dijeron que cada caja es de
13.E. Ah, ¢le ponen o le quitan (227 (...) Es que hace un rato unos
libras? nifios me dijeron que 21 o 22, pero
14.H. Aja. libras. (Los alumnos se quedan
15.F. Si, le ponemos o en veces le pensando un momento.)
quitamos. 10. E. ;Sera lo mismo... libras que kilos?
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16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

E. ¢Y qué es una libra? 11. D. No, porque pesa... libras pesa mas.
S. Esuna... 12. E. Mmm...

F. Es cuando le quitas la uva... 13. D. Y kilos es otra cosa.

E. Cuando le quitas... 14. E. ;Ustedes qué han visto?... ;Qué

H. Un racimo de uva. creen que sean, libras o kilos?

E. Ahhh... pero también se la 15. M. Kilos.

puedes poner... si le falta... 16. D. Kilos (no parece muy segura).

F. Aja. 17. E. Y lalibra, ¢si han visto que las usan

aqui para pesar...

18. D. En el empaque.

19. E. (En el empaque de qué?

20. D. En cargar el esparrago.

21. E. Ahh. Del esparrago.

22. D. Ahi siete libras.

23. E. Y las libras... {Dices que pesan mas
que los kilos?

24. D. Si. (No parece muy segura.)

En estas descripciones puede advertirse que hay algunos detalles que los
menores no tienen muy precisos (¢ Libras o kilos? ¢Cuantas libras o kilos
debe pesar la caja?); sin embargo, parece muy clara la asociacion que
hacen entre las libras —o los kilos para otros— y la accién de quitar o
poner uvas al momento de pesar las cajas, esto se ve mas claramente en la
respuesta que dan a la pregunta de la entrevistadora, pregunta por cierto
dificil de responder: «,Y qué es una libra?»... «Es cuando le quitas la
uva». Una vez mas se pone de manifiesto la importancia que para las
familias tiene hacer una estimacion lo mas aproximada posible a la
medida que se les demanda, habilidad que parecen obtener a través de la
experiencia, segun interpretamos de lo que varios adultos nos dijeron al
respecto. Ante esto nos preguntamos: ;Qué procesos implica la adquisi-
cién y el desarrollo de esa habilidad? ;Qué conocimientos respecto de las
magnitudes se ponen en juego? ¢Habra estrategias que hayan desarrollado
los trabajadores para realizar esta actividad con eficiencia?

4.2. La interpretacion de documentos con informacion numérica

Hemos identificado que en varios campos de cultivo circulan diversos
documentos con informacion numérica; en el campo donde hicimos
nuestras observaciones ubicamos los siguientes: recibos de pago,
cheques, registros de los anotadores (son quienes registran el trabajo
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realizado en el campo), libretas de deudas que los trabajadores tienen con
la tienda del campo.

Una de las exploraciones que hicimos consistié en averiguar cdmo
interpretan los adultos y los menores este tipo de documentos con el
propésito, por un lado, de comprender las situaciones en las que se
producen y circulan esos textos (quiénes y cOmo participan en su
produccién y circulacién, con qué finalidades), y por el otro, identificar
los conocimientos matematicos que se ponen en marcha al interactuar con
esas situaciones. Presentaremos el caso de dos documentos que, por las
descripciones que los menores hicieron de ellos, parecen estar muy
vinculados entre si: el cheque y la libreta de deudas.

A proposito de un talén de pago (un comprobante de pago) del campo
de cultivo que se les mostré a los alumnos, estos hicieron referencia al
cheque del que se desprende el talon y que reciben los trabajadores cada
sébado, que es el dia de pago. En sus explicaciones, los alumnos no
hicieron referencia a la informacion especifica que viene en el talén (por
ejemplo, el nombre del trabajador o la cantidad que se paga), sino que se
centraron en los usos del cheque y tales usos tienen que ver
principalmente con el pago de las deudas que las familias adquieren, en el
transcurso de cada semana con alguna de las dos tiendas del campo de
cultivo. Esas deudas se registran en dos libretas: en la del cliente o deudor
(imagen de la izquierda), y en la del duefio de la tienda o «tendero»
(imagen de la derecha). A continuacién de estas, se reproducen las
explicaciones de algunos alumnos:

Si no la arrancas, te vas a equivocar

(Victoria, Adela y Silvestre)

S. [Silvestre] Lo he visto nomas el talon (...) de cheque como lo vas a
cambiar en la tienda... si debes (...) te van a dar dinero... y lo vas a
cambiar el cheque... te van a dar dinero, pero debes llevar la libreta. ..

A. [Adela] Alla en Caborca los pasan alla en el banco y te dan dinero.

S. También en Caborca se puede cambiar.

E. [Entrevistadora] Ah... Y este... y los sidbados, cuando rayan (cuando
los trabajadores cobran su salario), ¢qué hacen con la libreta?

A. Los llevan a pagar y lo borran...

S. Lo rompen.
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Figura 1. Libretas de tendero

A. (...) este... esa hojita que tiene la libretita, de esas chiquitas, este, la
arrancas y la rompes porque si no la arrancas te vas a equivocar... te lo
van a cobrar otra vez.

E. (...) { Y cada sabado arrancan esa hojita?

A.Si(..)

S. Y también van a... como su mama o su papa le ponen también su
namero.

E. A ver, cuéntame...

S. Como si es ciento cincuenta y ocho te van a poner, vas a ir a comprar
unas tortillas, ciento cincuenta y ocho, y le ponen como una hache (se
refiere a la letra H, mientras habla simula estar escribiendo con el dedo
indice los nimeros y la letra).

E. ;Una hache de qué?

S. Como del nimero y luego si vas a comprar... un kilo de tortillas,
cuestan a diez, pero debes ponerle el nimero, ciento cincuenta y ocho,
para que lo vean.

La «hache» a la que hace alusién Silvestre, en realidad es el simbolo de
namero (#) que se antepone al numero y nombre del deudor en la libreta
del encargado de la tienda. Por ejemplo: «#158 Raul Garcia»
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Lo que los alumnos dicen sobre el cheque y las libretas de deudas nos
da elementos para tratar de establecer cdmo se producen tales
documentos, quiénes participan en su produccion y circulacién, con qué
finalidades y desde qué posicion participan. Dan cuenta de quién escribe
qué, en donde lo escriben y qué se hace con eso que se escribe, asi como
de algunos medios de control de la escritura (la arrancas y la rompes
porque si no la arrancas te vas a equivocar... te lo van a cobrar otra
vez). Se trata del ciclo de una escritura basicamente de ndmeros, pues en
las libretas tanto del deudor como del vendedor no se registran los
productos, sino solo su precio o el total de lo consumido. Ahora, ¢qué
aporta la exploracién sobre esas escrituras para uno de los propdsitos
centrales de esta investigacion: la identificacion y caracterizacion de los
conocimientos matematicos que adquieren los menores en situaciones
extraescolares?

En principio, nos permite identificar el conocimiento matematico en
cuestion, por ejemplo: el nimero como cardinal (cantidad que se paga o
gue se debe), el nimero como cédigo (#158), operaciones de adicién y
sustraccion (para calcular lo que se debe y lo que queda del cheque);
asimismo, nos permite caracterizar las situaciones y las condiciones en
las que tales conocimientos se ponen en marcha, las cuales determinan en
buena medida al mismo conocimiento, definen sus sentidos, acotan sus
alcances, dan elementos para hacerlos méas o menos comunicables.®

También nos permite acercarnos a las posibles necesidades mate-
maticas de esta poblacion: para las familias es necesario llevar algun tipo
de registro, un control del trabajo producido, del pago que ese trabajo
debe generar, de las deudas que se adquieren y del pago que se hace de
ellas; de la misma manera es necesario contar con recursos que permitan
confrontar los registros y calculos propios con los que elaboran los otros:
el anotador, el supervisor, el pagador, el duefio de la tienda. ¢(De qué
recursos se valen las familias trabajadoras para llevar esos controles
cuando la mayoria de los padres y madres de familia no asistieron a la
escuela o tienen una escolaridad limitada? ;Coémo se posicionan ante los

6. Seglin Guy Brousseau (2000): «La definicion de los conocimientos en relacién con su
funcién en una situacion ratifica el hecho de que para una misma nocién matematica, cada
actor (sociedad, profesor, alumno) desarrolla conocimientos diferentes a priori segin las
condiciones en las cuales los utiliza, los crea o los aprende» (p. 23).
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otros que generalmente tienen una mayor jerarquia laboral y también
escolar? ¢(Cémo se van apropiando los menores y los adultos de las
practicas que se dan en torno a esos documentos? Por ejemplo: ¢qué hace
un adulto que se asume como analfabeto para posicionarse frente al que
le paga su trabajo mediante un cheque o frente al que le cobra en la
tienda? En caso de que existan estrategias para ello, ¢se transmiten entre
los adultos? ¢Se ensefian a los nifios y nifias? ;Se aprenden de la misma
manera que los trabajadores dicen haber aprendido a cortar y empacar
(«haciendo» o «mirando»)? ;Qué se pone en juego en ese «ver» y
«hacer»? ¢Habran generado los trabajadores técnicas para llevar a cabo
esas tareas matematicas? ;Se ensefian esas técnicas?

Algunas de las entrevistas que se realizaron a los adultos parecen
aportar elementos para ir esbozando respuestas, pero esas entrevistas aln
no estan suficientemente procesadas. Lo que si podemos decir es que en
varias familias los hijos mayores, pero sobre todo escolarizados, asumen
el encargo familiar de hacer los célculos matematicos, ya sea para
responder a una pregunta del tipo «;Cuanto deben pagarme?» 0 «;Cuanto
debo pagar?», o para verificar el célculo que ha hecho otro (algin
miembro de la familia o el duefio de la tienda).

Las preguntas que nos hemos planteado respecto a las estrategias que
pudieran tener los trabajadores para hacer frente a las necesidades
matematicas que parecen estar presentes en las familias trabajadoras
(estimar medidas de manera eficaz, interactuar con nimeros escritos),
buscan una interlocucién con algunos de los planteamientos de la TAD
referidos a la nocion de praxeologia.

Como una forma de caracterizar los conocimientos matematicos que
emergen de practicas concretas (praxis), la TAD propone un modelo
denominado praxeologia, el cual consiste, en términos generales, en
identificar los tipos de tareas que se llevan a cabo en una préctica
determinada, las técnicas que se emplean para realizar dichas tareas
(técnicas y tareas conforman «la praxis»), asi como las justificaciones de
por qué tales técnicas resuelven de manera efectiva ésas tareas (las
justificaciones integran «el logos») (Chevallard et al., 1998).

¢En qué medida el modelo praxeoldgico puede ayudarnos a identificar
los tipos de tareas que implican conocimientos matematicos y que las
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familias enfrentan cotidianamente en el campo de cultivo? ¢(Como
podriamos identificar las técnicas que las familias usan para resolver esas
tareas? ¢Podriamos hablar de un bloque préactico-técnico? Por ejemplo,
¢cuales son las técnicas que permiten realizar la tarea consistente en
obtener una caja de uvas de 21 libras con todas las caracteristicas que se
demandan? ;Cémo describir esas técnicas cuando esta de por medio la
experiencia y la intuicion? Aun cuando las técnicas son sumamente
contextualizadas, parece plausible poder identificar y describir ese
blogue, pero ¢podriamos hablar de un blogue tecnoldgico-teérico?
Siguiendo el ejemplo de la caja de uvas, ¢como describir las explica-
ciones y justificaciones, funciones de la tecnologia, que validan un
resultado cuando se recurre a instrumentos de medicion (la bascula) y a la
calificacién de un tercero (el encargado de la bascula)? Tratando de llevar
un poco mas alla este ejercicio de preguntas: ¢es posible que esa praxeo-
logia sea el resultado de una construccion social de los trabajadores y sus
familias? ;Qué alcances tiene el término institucion para poder identificar
qué instituciones se conforman en el medio familiar y laboral de estos
nifios? ¢De qué manera es posible caracterizar la organizacion matema-
tica de tales instituciones?

Las investigaciones mas representativas que se han hecho desde la
perspectiva de la TAD se han enfocado al estudio de las organizaciones
matematicas y didacticas de las instituciones escolares; la identificacion y
analisis de los bloques tedrico-practico y tecnoldgico-tedrico tienen como
referente conocimientos matematicos claramente ubicados en el saber-
sabio. (COmo abordar entonces practicas que viven en instituciones no
escolares y cuyas justificaciones no son evidentes desde la mirada del
saber matematico? En este momento estamos estudiando la extension de
la nocion de tecnologia introducida por Corine Castela (2008), quien
amplia esa nocion para poder analizar, precisamente, las tareas y técnicas
que son invisibles al saber matematico. Aun no podemos dar cuenta de
nuestras exploraciones en ese sentido, pero tal propuesta tedrica parece
ser una via que puede ayudarnos a abordar varias de las preguntas que
nos hemos planteado.

Finalmente, cabe aclarar que aun cuando en este momento estamos
interesados en la identificacion de conocimientos matematicos extra-
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escolares y en la caracterizacion de las situaciones que dan lugar a esos
conocimientos, nuestro interés estd puesto también en la escuela, pues
consideramos que la escolaridad es en si misma una necesidad de las
familias trabajadoras, ya sea porque ven ella una forma de legitimacién
social (por la valoracion social que genera el tener un certificado escolar)
0 porque ponen en la escuela la posibilidad de un futuro mejor para sus
hijos. Sin dejar de lado la importancia social que tiene la certificacion de
la escolaridad, en el origen de esta investigacion ha estado nuestra
preocupacion sobre los posibles vinculos que pudieran existir —y sobre
la posibilidad de optimizarlos— entre las matematicas escolares y las no
escolares: ¢Podrian aprovecharse los conocimientos que los menores
construyen fuera de la escuela para mejorar el aprendizaje escolar? ¢Es
posible que el aprendizaje escolar contribuya a resolver necesidades que
estos menores y sus familias enfrentan en su condicion de migrantes y de
trabajadores?

Poniéndolo en términos de la teoria antropoldgica de lo didactico: ¢;es
posible identificar en las situaciones extraescolares cuestiones cruciales
que puedan ser abordadas en la escuela? De ser asi, ,cOmo construir
desde la escuela esas cuestiones cruciales? ¢Qué praxeologias, qué
organizaciones didacticas podrian generarse para abordar tales cuestio-
nes? Y finalmente, ;cdmo lograr que mantengan su vitalidad, su «caracter
crucial» al entrar en la escuela y subsumirse a sus reglas?
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Abstract. During the first third of the 20th century, the international movement
on New Schools was widely spread in Spain. This produced an interesting
educational reform movement, with new learning practices and ideas. We will
use ATD tools to analyze the issues posed by a teacher at a Normal School, José
Maria Eyaralar, with respect to the validation of mathematics. In particular, we
shall contrast the proposals in several of his works, by linking them to the
institutional changes that took place throughout his teaching career.

Résumé. Au cours du premier tiers du xx° siécle, le mouvement international sur
les Ecoles nouvelles s’est largement répandu en Espagne. Cela a engendré un
mouvement de rénovation pédagogique présentant de I’intérét, avec des
approches et des pratiques éducatives nouvelles. Dans cet article nous allons
utiliser les outils de la TAD pour analyser les questions proposées par un
professeur d’Ecole normale, José Marfa Eyaralar, au sujet de la validation en
mathématiques. En particulier, nous allons comparer les propositions qu’il a
faites dans plusieurs de ses ouvrages et les relier aux changements institutionnels
survenus au cours de sa carriére.

Resumen. Durante el primer tercio del siglo XX la difusion en Espafia del
movimiento internacional sobre las Escuelas Nuevas produjo un interesante
proceso de renovacién pedagogica, con nuevos planteamientos y practicas
educativas. En este trabajo vamos a usar las herramientas de la TAD;
concretamente, vamos a analizar las cuestiones que propone un profesor de
Escuelas Normales, José Maria Eyaralar, en relacion con la validaciéon en
matematicas. En particular, contrastaremos sus propuestas en varias de sus obras
y las relacionaremos con los cambios institucionales que ocurrieron durante su
vida profesional.
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1. José Maria Eyaralar

José Maria Eyaralar® fue alumno de la Escuela Superior del Magisterio
entre 1915 y 1918, en la que ingresé siendo licenciado en ciencias
quimicas y de la que salié como el nimero uno de su promocion. Desde
ese momento, su interés se centrd en la ensefianza de las matematicas,
asignatura que impartié en varias escuelas normales, entre ellas la de
Barcelona y la de Baleares.

A través de sus estudios en la Escuela Superior del Magisterio,
Eyaralar conoci6 el movimiento de la Escuela Nueva. Maria del Mar del
Pozo (2005) ha sefialado la importancia de este centro en la difusion al
magisterio de educacion primaria de las experiencias relacionadas con la
Escuela Nueva, y en la transmision de nuevos modelos docentes a través
de sus alumnos, futuros inspectores y profesores de escuela normal.

En 1918 comenz6 su actividad como profesor de matematicas en
escuelas normales y en 1922 publicé su primer libro, el Nuevo tratado de
aritmética, dirigido a sus alumnos futuros maestros. En 1923 viajo a
Francia, becado por la Junta de ampliacién de estudios (JAE) para visitar
los centros docentes de todos los niveles? en los que se estudiaban mate-
maticas. La memoria que elabor6 sobre este viaje fue publicada por la
JAE en 1924, con el titulo La ensefianza de la matemética en las escuelas
francesas®. Son afios en los que se publicaron un gran ndmero de obras,
originales o traducidas, sobre las escuelas nuevas y en los que se llevaron
a cabo experiencias en las aulas, basadas en este movimiento.

Hasta 1936 continu6 su actividad docente en la Escuela Normal de
Baleares. La nueva orientacion que el Plan de 1931 dio a los estudios de
magisterio —que introdujo la metodologia de las materias— fue el marco
institucional en el que José Maria Eyaralar publicé dos nuevas obras,
dirigidas a los estudiantes de las escuelas normales, que recogen sus

1. La figura de José Maria Eyaralar ha sido estudiada por Francesca Comas Rubi en su
tesis doctoral (Comas Rubi, 2000).

2. Visito en Paris las escuelas maternales, escuelas primarias elementales, la Escuela
Primaria Superior J. B. Say, la Escuela Normal de Paris y la Escuela Normal Superior de
Saint-Cloud.

3. La influencia que la estancia en Francia pudo tener en la obra de Eyaralar ha sido
estudiada en (Carrillo & Sanchez, 2007).
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reflexiones y experiencias profesionales: una Aritmética intuitiva y una
Metodologia de la matemética. Son estas las obras que vamos a usar en
este trabajo.

2. Planteamiento del trabajo

Se trata, por tanto, de analizar unas obras que han sido usadas en la
formacion matematica de maestros. El andlisis de manuales escolares es
considerado como una componente imprescindible en muchas investiga-
ciones relacionadas con la didactica de las matematicas y realizadas
desde diferentes perspectivas. En particular, diversos autores (Assude,
1996; Carrillo, 2004; Chaachoua & Comiti, 2010) han sefialado la
utilidad del marco conceptual y las herramientas de la TAD con esta
finalidad.

En este trabajo las obras que vamos a utilizar son: el Nuevo tratado de
aritmética (NTA) de 1922; la Aritmética intuitiva (Al) de 1932 y la
Metodologia de la matemética (MM), publicada en 1933, de caracteris-
ticas diferentes a los dos manuales anteriores y que nos servira de
contraste en nuestro analisis.

La primera (NTA) es una obra escrita en los comienzos de su vida
profesional, en la que, aunque no sea habitual en la época para manuales
de este nivel, incorpora una bibliografia de veintidos libros, de los cuales
catorce no son de autores espafioles.

La Al constituye una reelaboracion de su obra de 1922, recogiendo su
experiencia como profesor en esos afios y las nuevas ideas que se estaban
incorporando a la ensefianza de la matematica.

La MM, como sefiala en su Prélogo, es una obra escrita con apremio
en un tiempo de «intensa renovacion», y que «recoge el fruto de largos
afios de estudio y experiencia, transcurridos desde la publicacion de
nuestro Nuevo Tratado de Aritmética» (p. v) y el de trabajar durante un
curso en la nueva asignatura de Metodologia

Planteamos la comparacion de estas obras de un mismo autor en
distintas épocas, porque los cambios observados pueden ser debidos a la
evolucion del pensamiento de su autor en el periodo intermedio y en ello
influye su préctica profesional. Pero también hay que tener en cuenta el
cambio que se produjo en la formacion de maestros con la proclamacion
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de la Il Republica en Espafa y la llegada a puestos de responsabilidad en
el &mbito educativo de personas del entorno de la Institucion Libre de
Ensefianza; estas personas, mediante la legislacion y la gestion, trataron
de institucionalizar los presupuestos de la Escuela Nueva y las expe-
riencias relacionadas que se habian llevado a cabo en Espafia en los
decenios anteriores.

El aspecto elegido para efectuar esta comparacién es la validacién de
las propiedades aritméticas. Un interesante y Util analisis de la validacion
en distintos contextos, realizada a partir de manuales, puede encontrarse
en Cabassut (2010); este autor identifica e ilustra los siguientes tipos de
tareas relacionadas con la validacion:

[...] découvrir (conjecturer ou reconnaitre), contrler (reconnaitre les
status, les formes de raisonnement, 1’application des énoncés condi-
tionnels), charger de registre (tracer, encoder, décoder), démontrer (avec
ses variations calculer, construire, étudier). (pp. 752-753)
En nuestro trabajo hemos seleccionado cuestiones que se tratan en ambas
aritméticas, y complementaremos el andlisis comparativo usando la
Metodologia de las matematicas.

3. Andlisis comparado de las Aritméticas

Del andlisis que estamos realizando de las obras aritméticas de Eyaralar,
vamos a comentar en este trabajo dos ejemplos que nos parecen suficien-
temente representativos:

3.1. Ejemplo 1: Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto
de la suma

En el Nuevo tratado de aritmética (pp. 67-68), esta cuestion se trata de la
siguiente forma:
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Figura 1. Propiedad distributiva (NTA)
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En la Aritmética intuitiva (pp. 65-66) se encuentra lo siguiente:

Figura 2. Propiedad distributiva (Al)

288



La validacion en la formacién de maestros: José Maria Eyaralar

Comparamos ambos textos. La cuestion que plantean los dos es formular
y validar la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la
suma, asi como presentar algunas consecuencias y aplicaciones de la
propiedad. Esta cuestion se concreta en secuencias de tareas diferentes en
ambas obras.

En el NTA la primera tarea que se plantea es formular (conjeturar) la
propiedad distributiva en términos de regla de céalculo equivalente. La
técnica empleada es la resolucion de un problema «real», contextua-
lizado. El problema se resuelve de dos maneras, razonando a partir de las
magnitudes y las operaciones con magnitudes implicadas. La equi-
valencia de las dos técnicas de resolucién empleadas constituye un
ejemplo de la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la
suma, a partir del cual se formula la regla correspondiente.

La siguiente tarea propuesta la constituye la generalizacién de la
propiedad, que se expresa ahora de forma literal (cambio de registro) y la
demostracion de la misma; se trata de una justificacion de tipo mate-
matico. Por ultimo se plantean varias tareas de aplicacion.

En Al el desarrollo es diferente. La primera tarea planteada es la
misma; la técnica empleada es el calculo de una expresidn aritmética «sin
obtener el valor del paréntesis», resuelto mediante una técnica grafica que
requiere de un cambio de registro. Ademas, la representacion gréafica no
solo cumple la funcion de ayudar a justificar la propiedad, sino que
permite descubrirla y de hecho no hay paso intermedio entre la
comprobacion gréafica y la formulacion general de la propiedad. La
justificacion de la técnica, se basa en argumentos visuales y pragmaticos.

A continuacion aparece una nueva tarea, la «demostracion analitica»
de la propiedad enunciada; la técnica de demostracion es de estructura
similar a la que figura en el NTA, pero se trata de una comprobacién
efectuada con nOmeros concretos. La técnica se justifica, pues, por
argumentos inductivos, no se valida de forma general sino que se opera
sobre un Unico ejemplo, aunque, como en el NTA, el célculo se realice a
partir de la definicion y de las propiedades previamente estudiadas. Este
ejemplo Unico, que se presenta como modélico, recoge las caracteristicas
de la técnica de la demostracion, basada en la definicion de multipli-
cacion y en las propiedades de la suma.
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En Al se sirve de la representacion grafica para construir un modelo,
una representacién geométrica, de una propiedad aritmética. Podemos
decir que si en NTA la demostracion cumple la funcion de «convencer»,
el objetivo de la justificacion grafica, intuitiva es «comprender».

Por otra parte, también hay que sefialar que en el primer libro se
recogen unas aplicaciones de la propiedad distributiva * referidas a la
simplificacion de la multiplicacién por 9 y por 11; estas consideraciones
estan situadas a pie de pagina, mientras que en el segundo libro, que
también aplica la propiedad estudiada a la multiplicacion por 9 y por 11,
aparecen incluidas en el texto. Esta preocupacion por las aplicaciones
bien podria indicar la importancia que se concede a mostrar a los alumnos
la «razdn de ser» de la propiedad matematica estudiada, aunque también
es verdad que el interés puede ser proporcionarles una interesante
coleccién de casos en los que tiene sentido aplicarla para «comprobar»
gue efectivamente se cumple. Probablemente ambas cosas.

3.2. Ejemplo 2: Divisién de un producto por un nimero

En el siguiente ejemplo se trata también de formular y validar una
propiedad aritmética: la division de un producto por un ndmero y
aplicarla para obtener nuevas propiedades. Veamos la forma de tratar
esta cuestion en ambas obras.

En el NTA (pp. 94-96), lo hace de la siguiente forma:

4. Tras demostrar que n(a — b) = na — nb.
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Figura 3. Division de un producto por un nimero (NTA)
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Este es el tratamiento que propone en Al (p. 94): °

Figura 4. Divisidn de un producto por un nimero (Al)

5. Hay una errata en el texto original: en el enunciado del problema, se lee «(8-12) x 4»
en lugar de «(8-12) : 4».
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Al comparar ambos textos se observa que nuevamente, ante una misma
cuestion plantea tareas diferentes en cada manual.

En el NTA vuelve a utilizar como técnica la resolucion de un
problema contextualizado, que resuelve mediante calculos usando repre-
sentaciones graficas como justificacion, antes de la formulacion general y
la demostracion matematica. Nuevamente, la representacion grafica
proporciona un modelo para el célculo y proporciona una imagen mental
de la propiedad.

En Al la técnica consiste en la resolucion de un ejercicio numérico (no
contextualizado), aplicando propiedades, previamente estudiadas, de la
multiplicacion y la divisién. Son propiedades que pueden ser usadas para
demostrar la propiedad con generalidad, pero de nuevo se usa una
justificacion inductiva a partir de un solo ejemplo para enunciar la regla
general. Otro tipo de justificacion que utiliza explicitamente es la
analogia (en este caso con la regla, ya vista, para multiplicar un producto
por otro nimero); y en ese contexto utiliza una representacién grafica,
similar a la del NTA, para sefialar los limites del razonamiento analégico
y como imagen mental de la propiedad.

Recapitulemos sobre el empleo en cada libro de la representacion
grafica. En ambas obras cumple la doble funcién de servir, por una parte,
como técnica para resolver la situacion (caracter instrumental) y por otra,
como medio de comprender o «verificar» la propiedad (caracter de
representacion) ®. Pero mientras que en el Ejemplo 1 la representacion
grafica aparecia en la Al antes del enunciado general del teorema y estaba
en el lugar de la demostracidn, sustituyéndola, ahora aparece con una
funcidn explicita de evitar el uso abusivo de la analogia.

En la MM, Eyaralar trata explicitamente sobre la validacion de los
conocimientos matematicos. En particular, destaca la importancia de la
analogia, ligada a la funcién de «descubrimiento» de propiedades;
califica la analogia como uno de los «métodos generales puramente
I6gicos» (p. 29), que emplea la matematica, ademéas de sus métodos
especiales: «aunque rigurosamente no es un método logico, pues sus
resultados necesitan demostracion, es utilisimo como guia del pensa-

6. Esta doble funcion la hemos estudiado en Carrillo & Sanchez (2008).
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miento en el descubrimiento de propiedades, y la Matematica acude a él
con frecuencia» (p. 29).
Pero a la vez advierte de los riesgos de un uso abusivo:

[...] y como en espiritus poco formados l6gicamente tiene méas fuerza la
analogia que el razonamiento, conviene en estos casos mostrar intuitiva-
mente y por medio de ejemplos numéricos repetidos cual es la verdadera
regla, y el error cometido aplicando la simple analogia. (p. 29)

y remite a la Al, precisamente a este mismo ejemplo.

4. Las técnicas de demostracion en aritmética

La importancia que concede Eyaralar a la demostracion en la formacion
de maestros, se refleja en el uso que hace de la misma en sus dos
aritméticas (en las que se usa la demostracion como objeto para-
matematico) y también, de forma mas explicita, en el contenido de su
Metodologia de las Matematicas, en la que dedica varios apartados a esta
cuestiéon. Contrastaremos, pues, los usos que hemos encontrado en las
aritméticas con sus propuestas en la MM.

Se encuentran diversas referencias a la importancia que concede a una
ensefianza razonada de las matematicas. Asi, cuando ademas de los fines
utilitario y educativo, comunes a todas las disciplinas, habla de los «fines
especiales» de la ensefianza de la matematica, incluye «3.° La formacién
de ciertos habitos mentales entre los cuales citaremos la precision y
claridad, que puede referirse a los conceptos, al razonamiento y a la
expresion» (p. 3).

Constata, sin embargo, la ensefianza rutinaria y la falta de razona-
miento en las escuelas:

La dificultad de los nifios para el razonamiento abstracto, su docilidad
mental y su facilidad para los mecanismos, tienden a que la ensefianza se
haga en las Escuelas puramente rutinaria, sin intervencion de la razén, sin
demostracidn de ninguna clase. Esto, desde el punto de vista educativo, es
una aberracion, contra la que hay que ponerse en guardia [...] (p. 40)

El interés por los procedimientos que desarrollan el razonamiento de los
nifios, lo lleva a interrogarse por las condiciones de ese proceso; y sefiala
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que la dificultad, en muchas ocasiones, proviene de la falta de disponi-
bilidad para los alumnos de conocimientos y de técnicas matematicas:

Hay reglas y propiedades que no pueden ser demostradas racionalmente
en la Escuela. Unas veces por su propia dificultad [...], y otras porque
exijan conocimientos previos [...] en tales casos basta la comprobacién
intuitiva, pero advirtiendo siempre al alumno del escaso valor de tal
procedimiento. (pp. 191-192)

Su defensa de un estudio razonado de las matematicas, tiene en cuenta las
posibilidades de los alumnos, pues:

Este rigor l6gico solo puede alcanzarse en una etapa elevada de los
estudios, sustituyéndose en un principio por las demostraciones intuitivas
y aun las simples comprobaciones, pero alcanzando en cada momento
todo el rigor légico de que es susceptible la inteligencia del alumno,
cuidando mucho de no sobrepasarlo. (p. 33)

Y sefiala la siguiente graduacion: «El nifio pequefio se conforma con una
simple comprobacidn (...). Mas tarde viene la demostracion intuitiva (...).
Pero cabe también una graduacién ain mas fina dentro de cada grupo
para aquellas propiedades dificiles de percibir» (pp. 180-181).

En el caso de la aritmética, defiende los procedimientos de validacion
que hemos visto en sus obras, pues «[...] el método que consiste en
obtener por si mismo las reglas y las propiedades hace que se razonen, no
con el razonamiento explicito, dificil al nifio y desagradable, sino con un
razonamiento practico e implicito que es diferente» (p. 191).

Entre los métodos especiales de demostracion intuitiva en aritmética,
cita el uso de la representacion grafica de los nimeros, sea como conjunto
de unidades o como relacion entre magnitudes, especialmente adecuados
en secundaria y sobre todo en primaria. Y ain destaca como preferible
para algunas propiedades la representacion de nimeros mediante objetos
para operar con ellos: «Varias de estas operaciones pueden realizarse con
dibujos, pero es preferible llevarlas a cabo como indicamos por la
actividad que lleva consigo el método, la complicacion de sensaciones,
etc.» (pp. 81-82).

También considera importante que los futuros maestros sean
conscientes de los riesgos o los limites de cada tipo de demostracion. Asi,
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a propdsito de las demostraciones intuitivas, dice: «Muy Utiles en los
primeros afios de la ensefianza, deben proscribirse en cuanto la mente del
nifio alcanza la madurez légica suficiente» (p. 50).

5. Consideraciones finales

Eyaralar concede gran importancia a la cuestion de la justificacion de los
conocimientos matematicos y en sus obras presenta unas matematicas
I6gicamente organizadas. Pero hemos constatado que su forma de validar
el conocimiento matematico varia en las obras consultadas ¢Por qué se da
esa diferencia? ¢Cudles han sido los condicionantes de ese cambio?

En este trabajo se han podido apreciar algunas de esas diferencias.
Tanto en las demostraciones como incluso cuando se trata de comproba-
ciones mediante un ejemplo, en Al recurre con mucha mas frecuencia que
en el NTA a las representaciones o demostraciones graficas o argumentos
visuales. Esta caracteristica podemos relacionarla con la mayor impor-
tancia que, en esos momentos, se confiere a una ensefianza denominada
intuitiva. Pero la diferencia no se limita al nimero. En la Al no solo hay
mayor presencia de representaciones graficas en la justificacion de
propiedades y teoremas, sino que tienen otra funcién. En NTA estan
acompafiando a las demostraciones matematicas, con una funcién de
explicacion, frecuentemente para dar sentido a estas; mientras que en la
Al ocupan el lugar de la demostracion, con la pretension de hacerla mas
intuitiva. En este segundo libro es mucho mas frecuente que represente
graficamente las propiedades y las justificaciones y no solo las exprese
simbolicamente; se pueden presentar, no solo con la funcién de explicar,
sino también de descubrir y, de esa manera, justificar.

Eyaralar utiliza y justifica técnicas inductivas —comprobar ejem-
plos— aungue lo hace de forma diferente en ambas obras. En el NTA
suele introducir las cuestiones a través de problemas contextualizados y,
desde ahi, generaliza formulando la propiedad en cuestién y la comprue-
ba de forma analitica, aunque se ayude de algun dibujo. En la Al parte, en
muchas ocasiones, de ejercicios descontextualizados, con datos mas
sencillos, usando la representacion grafica como explicacion vy justifica-
cion, sin llegar a formular la propiedad con toda generalidad. En la MM,
de esta misma época, Eyaralar habla de la invencion y la relaciona con
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estas técnicas inductivas; también utiliza lo que llama la «memoria
visual» y pone ejemplos de las propias Aritméticas, en el que el dibujo
ayuda a retener la imagen de la demostracion.

Aunque en la Al aumenta el uso de técnicas no matematicas, Eyaralar
es consciente de los riesgos y limites dichas técnicas y tecnologias. Los
comentarios que incluye en su Metodologia de las Mateméticas marcan la
frontera entre un tipo de razonamiento y otro y da diversas razones para
su utilizacion: adecuacion a las caracteristicas e intereses de los
estudiantes o bien no disponibilidad de otros conocimientos o tipos de
argumentos.
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Le cas des « devoirs a la maison »
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Abstract. There are numerous difficulties that the future teachers of mathematics
encounter when, within the framework of their training, they find themselves at the in
front of the classes for which they are responsible. For some of these difficulties, the
analysis brings to light the historic constraints on the profession. Based on a clinical
study of training for several years at the IUFM of Aix-Marseille, we here discuss a
very enlightening question in this respect, that of homework to be done at home. The
extent of the collected corpus and the diversity of the questions formulated by the
student-teachers show that this is a problem of the profession and it enables to bring
to light an entire system of conditions and constraints that hinder or promote the
development of their praxeological equipment.

Resumen. Numerosas son las dificultades que encuentran los profesores cursillistas
de mateméticas cuando, en el marco de su formacion, se encuentran a la cabecera de
las clases cuya responsabilidad tienen. Para algunas de estas dificultades, el andlisis
pone en evidencia las limitaciones histéricas que pesan sobre la profesién. Basan-
donos en un estudio clinico de la formacion dispensada en el curso de varios afios en
el IUFM de Aix-Marsella, abordamos aqui una cuestion muy reveladora a este
respecto: la de los deberes en la casa. La amplitud del corpus recogido y la diversidad
de las preguntas formuladas por los profesores cursillistas muestran que se trata de un
problema de la profesion y permiten sacar a la luz todo un sistema de condiciones y
limitaciones que pesa sobre (o favorece) la elaboracién de su equipo praxeolégico.

Résumé. Nombreuses sont les difficultés que rencontrent les professeurs stagiaires
de mathématiques lorsque, dans le cadre de leur formation, ils se retrouvent au chevet
des classes dont ils ont la responsabilité. Pour certaines de ces difficultés, I’analyse
met en évidence les contraintes historiques qui pesent sur la profession. En nous
appuyant sur une étude clinique de la formation dispensée au fil de plusieurs années &
I’TUFM d’Aix-Marseille, nous abordons ici une question trés révélatrice a cet égard,
celle des devoirs a la maison. L’ampleur du corpus recueilli et la diversité des
questions formulées par les professeurs stagiaires montrent qu’il s’agit 1a d’un
probléme de la profession et permettent de mettre au jour tout un systeme de
conditions et de contraintes qui pese sur, ou qui favorise, 1’élaboration de leur
équipement praxéologique.
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Nombreuses sont les difficultés que rencontrent les professeurs stagiaires
de mathématiques lorsque, dans le cadre de leur formation, ils se
retrouvent au chevet des classes dont ils ont la responsabilité. Pour
certaines de ces difficultés, I’analyse fait apparaitre le poids du passé et
met en évidence les contraintes historiques qui pésent sur la profession.
La question des devoirs a la maison (DM) est trés révélatrice a cet égard,
en ce sens qu’elle souléve de nombreuses interrogations qui renvoient au
temps ou le travail scolaire était structuré par I’opposition entre la classe
et I’étude et ou le «devoir » était pratiquement tout. Si les paradigmes
didactiques ont évolué depuis le x1x® siecle, le « devoir » est demeuré
longtemps 1’un des piliers de I’enseignement secondaire des mathéma-
tiques et le devoir a la maison constitue encore aujourd’hui une structure
a la fois capitale et supposée capable d’assumer toutes les fonctions
didactiques essentielles.

C’est ce rapport professoral au DM et ses conséquences didactiques
que notre communication s’efforcera de préciser. En nous appuyant sur
une étude clinique de la formation dispensée au fil de plusieurs années a
I’'TUFM d’Aix-Marseille (Cirade, 2006), nous avons pu, dans un premier
temps, dégager de nombreuses interrogations portant sur la fréquence et
la longueur des DM a donner et attestant d’une grande déconcertation de
la part des professeurs stagiaires. Déja, sur ce point, les réticences
manifestées par ces débutants témoignent de la résistance des anciens
paradigmes. Mais ce que dévoilent aussi les questions posées par les
¢léves professeurs, c’est la grande polyvalence didactique attribuée a ce
dispositif qui servirait en quelque sorte de « réservoir de temps didac-
tique ». Les DM sont vus comme permettant d’externaliser certaines
fonctions, ce qui, a la fois, entraine et légitime le désengagement
didactique du professeur.

Afin de mieux situer certains obstacles que les éléves professeurs sont
amenés a affronter au cours de leur formation a I'IUFM d’Aix-
Marseille!, nous présenterons ici rapidement un certain nombre
d’analyses « macrodidactiques » dont ils sont destinataires. Nous le
ferons en suivant 1’'une des « notices» qui complétent les notes du

1. Pour une présentation de la formation, voir Chevallard & Cirade (2006).
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séminaire de didactique des mathématiques pour les éleves professeurs de
deuxiéme année. Intitulée L’espace de [’étude, et rédigée par Yves
Chevallard (2006), elle rassemble et organise un grand nombre de
données, notamment historiques, sur la question de I’organisation de
I’étude scolaire.

1. Les paradigmes organisateurs de I’étude

e

Le premier paradigme organisateur considéré est celui des lycées du XIx
siécle, ou le travail scolaire est structuré par I’opposition entre la classe et
[’étude, et ou le temps passé en étude, au sein de 1’établissement,
I’emporte trés largement sur le temps passé en classe. La classe, en outre,
n’est nullement le lieu de ce qu’on nomme aujourd’hui, dans le jargon
professoral, le « cours » : il s’agit alors d’un point de rendez-vous entre
deux périodes passées en €tude, ou 1’on corrige les devoirs faits par les
éleves, dont ils ont remis copie au professeur, qui les a visés, annotés,
avant d’en proposer une correction en classe et de fournir aux éléves leur
ration de nouveaux devoirs a faire. Le travail du professeur ressemble ici
a Dactivité du « régent », figure déja presque obsoléte mais dont les
fonctions didactiques ne sont pas pour autant périmées aujourd’hui. Ce
paradigme classe/étude, traditionnel, va se trouver en quelque sorte
dynamité par la promotion d’un autre paradigme venu des institutions du
haut enseignement : le cours, c’est-a-dire le « cours magistral ». Mais le
cours magistral, viable comme fait culturel, ne saurait se suffire a lui-
méme en tant qu’organisateur des apprentissages. A coté de cette
structure, dont ’ombre tutélaire enveloppe encore la culture scolaire
contemporaine, d’autres dispositifs didactiques vont émerger, et tout
d’abord ce qu’on nommera alors, en frangais, la conférence, dans laquelle
celui qui n’est plus un professeur donnant son cours, ¢’est-a-dire exposant
magistralement la théorie et la technologie d’une question, mais un
«maitre de conférences », va présenter la technique en la mettant en
ccuvre devant les étudiants. Ceux-Ci demeurent encore, selon 1’ancien
paradigme, de purs spectateurs : ils ne deviennent de véritables acteurs
que dans les travaux qu’ils réalisent en dehors des cours et des
« conférences », en étude pour certains de ces travaux, en travaux
pratiques pour d’autres, sous 1’autorité d’un enseignant « subalterne ».
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Cette structure complexe, qui accroit I’importance de ce qui est
montré a 1’éléve — de ce qui lui est enseigné ? — par rapport a ce qu’il avait
et continue d’avoir a faire lui-méme, aura une lente évolution. Dans
I’enseignement secondaire, la nouvelle organisation de 1’étude, qui, on I’a
dit, vient du haut enseignement universitaire ou professionnel, se figera
dans une pratique t6t quoique vainement combattue par le ministére : le
« cours dicté ». Dans le méme temps, une idée se fait jour, qu’on désigne
d’abord par I’expression de « méthode active » : 1’idée de réaliser en
classe certaines des activités auxquelles 1’éléve était jusque-la censé se
livrer en dehors de la classe, « en étude ou a la maison » selon une
expression encore employée aujourd’hui dans les textes officiels
gouvernant 1’enseignement des mathématiques. La notice se référe sur ce
point aux instructions générales du 1* octobre 1946, qui poussent en
avant un changement de [’organisation de [’étude impliquant en vérité un
changement dans le métier de professeur lui-méme. Il y avait, on I’a vu,
I’ancienne figure professorale de celui qui donne a 1’éléve des travaux a
faire, a qui 1’¢leve fournit une copie de son travail, copie que le
professeur va alors examiner et annoter attentivement: les travaux
donnés a faire aux éléves sont alors le lieu par excellence de
I’apprentissage. Il y a ensuite la figure emblématique, éternisée, du
professeur faisant son cours — un cours dont on ne prend conscience que
peu a peu qu’il ne saurait exister seul, et qui se voit donc complété par
des travaux donnés a faire. C’est alors que, dans les instructions de 1946,
surgit une nouvelle figure du professeur, qui va devoir assumer que ces
travaux traditionnels soient, en partie, réalisés en classe. Tel est le pari

des instructions de 1946, qu’elles énoncent dans les termes suivants :

C’est, pour employer un terme traditionnel, le « cours », ou la « legon du
maitre » qui apporte et communique aux éléves les notions nouvelles
qu’ils doivent acquérir. Il ne peut s’agir quelle que soit la classe, d’un
enseignement ex cathedra, ou le professeur a seul la parole ; un tel
« monologue » est trop souvent sans portée. La pratique de la « méthode
active » s’impose [...] : elle exige, pour donner son plein rendement,

2.Dans son dictionnaire, Emile Littré (1801-1881) enregistre ce sens du verbe
«montrer », sens encore vivace de son temps: « Enseigner. Montrer les langues, la
grammaire, les mathématiques. Montrer a écrire. »
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beaucoup d’application et peut-étre une certaine virtuosité que I’expé-

rience conférera peu a peu.

Quels changements cela entraine-t-il trés concrétement dans la vie de la
classe ? La réponse est sans ambiguité — la part allouée au « cours » doit
diminuer pour que croisse le temps donné aux « exercices » :

... il convient de réserver une fraction notable de chaque heure de classe
au contrdle et a la mise en ceuvre directe des notions acquises (récitations
de lecons, recherche d’exercices, correction des devoirs), donc de limiter
la durée du «cours» proprement dit, c’est-a-dire la présentation de
notions nouvelles. 1l ne peut étre fixé, a cet égard, de regle précise ;
I’essentiel est que le temps consacré aux « exercices» ne soit pas

excessivement réduit.

On touche du doigt, ici, le mélange paradigmatique dont ce texte
équilibré se fait 1’avocat. Tout d’abord, il y a I’ancien paradigme du
travail fait hors de la classe, avec la «récitation de lecons » et la
« correction des devoirs ». Ensuite, il y a le cours, témoin du paradigme
de la gloire des professeurs : le cours « proprement dit», car I’emploi
métonymique du mot avait fini par désigner le tout de Dactivité
professorale en classe. Enfin, il y a les « exercices », le mot étant dlment
guillemeté, car son emploi dans ce cadre fait encore probleme, on va le
voir. Le texte que nous suivons fait donc droit au besoin légitime
d’explicitation concernant ce dispositif neuf, a propos duquel il apporte
les précisions suivantes :

... une bonne part de 1’activité des éléves doit étre consacrée a 1’étude et a
la recherche de la solution de « problémes », depuis le simple exercice
d’application proposé pour illustrer un théoréme, pour rendre vivante une
formule, jusqu’au « devoir », exigeant un effort plus personnel, rédigé
hors de la classe et donnant lieu ensuite a un compte rendu précis et
détaillé.
Le «compte rendu précis et détaillé » est la un reste de I’ancien
paradigme, ou le devoir était tout, ou presque. « L’étude et la recherche »
de la solution de problémes constitue 1’élément neuf, a ce point d’ailleurs
qu’il suscite un néologisme ambigu, celui d’« exercices improvises »,
c’est-a-dire improvisés pour les éléves — lesquels, contrairement a une
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tradition bien établie, ne les auront pas étudiés préalablement, hors de la
classe. A ce propos, le texte cité précise :

Les exercices « improvisés » (pour les éléves) doivent faire 1’objet d’une
préparation de la part du maitre ; ils ne seront profitables qu’a cette
condition ; leur choix doit permettre de saisir, sous leurs différents
aspects, les initiatives a prendre pour mettre en train, pour conduire un
raisonnement.

La conduite du travail en classe appelle ainsi une modification des
compétences nécessaires au professeur, a qui I’on demande désormais, en
quelque sorte, de gérer ensemble, hic et nunc, le savoir a enseigner, les
éléves, et leur rapport naissant ou déja figé au contenu mathématique
travaillé. Les rédacteurs des instructions écrivent a ce propos :

... une question étant a résoudre, on acceptera, dans les ttonnements de
la recherche, toute idée raisonnable; on comparera les démarches
possibles ; on montrera comment 1’on fixe son choix ; on fera comprendre
la nécessité d’une mise au point ; on guidera peu a peu vers une solution
harmonieuse et satisfaisante, dont on fera apprécier la valeur.

Le professeur de mathématiques, qui pouvait étre jusqu’alors un
enseignant au sens restreint du terme, doit désormais devenir un directeur
d’étude et un « aide a I’étude » dans 1’espace méme de la classe. Il n’est
pas, d’ailleurs, jusqu’au « cours proprement dit » qui ne doive permettre
« la participation constante des éléves », lesquels sont censés désormais
participer «a I’élaboration du “cours”, c’est-a-dire a 1’exposé et a
I’application des questions nouvelles ». La chose, si inouie soit-elle, ne
devrait pas offrir de difficultés insurmontables «si le professeur sait
partir de ’expérience accessible a I’enfant, enchainer les faits dans une
progression naturelle, élargir peu a peu le champ des acquisitions,
construire logiquement un édifice solide et harmonieux ».

Le texte de 1946 est tendu, en équilibre instable, entre un passé dont il
rejette certains éléments et un avenir ou devrait s’imposer une nouvelle
facon d’enseigner. Ainsi y vitupére-t-on encore la «pédagogie de
régent » au profit de I’exposé magistral : « il va de soi », lit-on, que « les
éleves ne doivent, sous aucun prétexte, garder leur livre ouvert sous les
yeux pendant que le professeur expose une question ». La gloire des
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professeurs n’est pas morte et la parole magistrale n’admet pas de rival ;
mais, dans le méme temps, cette parole se trouve délogée de sa position
d’extériorité emblématique : le cours dicté «est a proscrire » et il
convient de décourager « la prise de notes “a la volée” par les éléves
cherchant a enregistrer la totalit¢é d’un exposé ». Il n’est pourtant pas
interdit au professeur de procéder & « la dictée d’un résumé ou d’un texte
bref destiné a modifier ou a compléter, sur quelque point, la rédaction
d’un livre ». Le «livre », on le voit, est toujours la, comme dans
I’ancienne pédagogie de régent ; mais le professeur le compléte, voire le
corrige : sa parole prime, son verdict s’impose. Et pourtant — telle est la
vraie nouveauté — cette parole magistrale doit composer avec les éléves.
Tel est le nouveau régime didactique, que, presque subrepticement, les
instructions affirment en ces termes : « Une telle dictée, qui doit toujours
étre courte, constituera d’ailleurs un exercice actif et profitable si elle est
présentée comme une mise au point, faite en commun, de la question
traitée. »

D’autres novations sont poussées en avant, tel le travail en « petites
équipes d’éléves, dont chacune regoit la charge d’exposer une question
déterminée, en présentant en méme temps quelques exercices d’applica-
tion imaginés ou choisis par elle. » Le travail en équipe trouve sa place
lors des séances de travail dirigé, au cours desquelles le professeur a la
possibilité « d’étudier les réactions et les comportements de chacun
devant une tache proposée » et, en conséquence, de «donner, indivi-
duellement, les conseils appropriés ».

Le travail du professeur change ainsi profondément. A la simplicité de
I’ancienne organisation — celle du cours complété par le devoir —, la nou-
velle organisation didactique semble vouloir substituer un systéme
complexe et exigeant, qui méle indissociablement I’action du professeur a

I’activité supposée des éleves.

2. Les DM : fréquence et longueur

Sur la voie ouverte par les instructions de 1946, d’autres avancées
touchant a 1’organisation didactique verront le jour — au moins dans les
textes. Mais nous nous arréterons ici sur les obstacles que dressent devant
les professeurs stagiaires aujourd’hui, 60 ans aprés les instructions de
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1946, les vestiges des paradigmes didactiques hétérogénes que nous
venons de rappeler. On a dit ainsi que, dans l’ancien paradigme
didactique, le devoir était quasiment tout; on a souligné aussi qu’il
demeurera longtemps 1’un des deux ou trois piliers de 1’enseignement
secondaire des mathématiques. De cette tradition de longue durée,
presque immémoriale pour les générations les plus anciennes de
professeurs, il demeure aujourd’hui encore un habitus, qui fait du devoir a
la maison une structure a la fois capitale et en quelque sorte
« totipotente ® », supposée capable d’assumer toutes les fonctions didac-
tiques essentielles. Le premier caractére « vestigial », & cet égard, est
cette idée prégnante que le professeur devrait proposer a ses €léves, au
rythme par exemple d’un par quinzaine, un « gros devoir ». Or, depuis les
années quatre-vingts et jusqu’a aujourd’hui, les textes officiels incitent
les professeurs a abandonner cette structure didactique a 1’ancienne, au
profit de « devoirs a la maison » a la fois courts et fréquents. 1l s’agit 1a
d’une tentative de rééquilibrage entre I’ancien paradigme didactique (qui
voulait des « gros devoirs ») et le nouveau, qui fait de la classe le lieu
premier de I’activité personnelle de 1’¢léve. C’est ainsi que, dans le
programme de seconde en vigueur au milieu des années 1980, on lit :

La résolution d’exercices et de problémes doit jouer un rdle central dans
le travail personnel des éléves. A cet effet, on combinera une participa-
tion active des éleves aux travaux effectués en classe avec des travaux
effectués a la maison (préparation d’exercices, rédaction fréquente de

devoirs) et quelques devoirs de contréle.

Notons la référence a la « préparation d’exercices », typique de I’ancien
paradigme, ainsi que la référence au petit nombre de «devoirs de
controle ». Pour la méme classe, mais au milieu des années 1990 cette
fois, les mémes préconisations sont reprises et affinées. On n’y parle plus
de devoirs — vocabulaire traditionnel qui, toutefois, ne disparaitra pas —
mais, plus largement, de « travaux de rédaction », dont il est répété qu’ils
doivent étre courts, fréquents et diversifiés :

3. En biologie, on appelle cellule totipotente une cellule souche capable d’engendrer un
organisme tout entier : une telle cellule a la capacité de donner naissance a tous les types

de cellules de I’organisme.
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Les travaux individuels de rédaction (solution d’un probléme, mise au
point d’exercices étudiés en classe, rapport de synthése sur un théme
d’étude, analyse critique d’un texte...) visent essentiellement a développer
les capacités de mise au point d’un raisonnement et d’expression écrite ;
vu I’importance de ces objectifs, ces travaux de rédaction doivent étre

fréquents, mais leur longueur doit rester raisonnable.

Sous le titre Les travaux écrits des éléves en mathématiques au college et
au lycée, I’ensemble de ces prescriptions fera 1’objet d’une synthése,
datée du 27 mars 1997, due au groupe des mathématiques de I’Inspection
générale de 1’éducation nationale (IGEN, 1997). Les rédacteurs distin-
guent, parmi les «travaux écrits en dehors de la classe », les deux
catégories que sont les « exercices d’entrainement », qui « doivent, en
regle générale, accompagner toutes les séances de mathématiques »,
d’une part, et les «travaux individuels de rédaction », comportant
« notamment les “devoirs & la maison” », d’autre part. A propos de ces
travaux, les auteurs précisent que leur fréquence est chose essentielle — la
tendance est a un travail de rédaction chaque semaine —, et que, par voie
de conséquence, il faut réduire leur longueur ainsi que leur difficulté par
rapport & une norme ancienne qui n’est jamais désignée qu’en creux.
Bref, écrivent-ils, « il vaut mieux faire “souvent et court” que “rarement
et long” ».

Face a ces indications que la formation donnée a I'IUFM leur fait
connaitre de maniere insistante, les professeurs stagiaires apparaissent
souvent déconcertés. Les questions fusent. Lors de la premiére séance du
séminaire*, un stagiaire de la promotion 2000-2001 demande : « Faut-il
donner des DM a rédiger toutes les semaines ? » Lors de la quatriéme
séance, il reprend sa question : « Faut-il donner un DM (a rédiger) toutes
les semaines ? » A I’occasion des questions de la séance 2, un autre
stagiaire s’était montré dubitatif : « Est-ce qu’un devoir a la maison par
semaine n’est pas trop ? » Lors de la séance 4 de I’année suivante (2001-
2002), un autre stagiaire feint de n’avoir pas clairement compris la
consigne et demande : « Doit-on faire des DM courts et trés fréquents ou

4. Ce que nous nommerons « séminaire » dans ce texte est le « séminaire de didactique
des mathématiques » qui est proposé aux éléves professeurs dans le cadre de leur

deuxiéme année de formation a ’TUFM.
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alors longs et plus rares ? » La méme année, lors de la séance 5, un
stagiaire défend aprement sa maniere de faire, dont la description montre
qu’il n’a pas su combiner augmentation de la fréquence et diminution de
la longueur du travail demandé aux éléves :

Fréquence des DM sachant que je donne aussi d’une séance sur 1’autre
des exercices ? Pour I’instant, je donne un DM tous les 15 jours, avec une
semaine pour le faire. Certains éléves n’ont pas fait le DM en entier, et ils
ne m’ont pas méme posé de question sur les « trous ». Est-ce parce qu’ils
n’ont pas eu assez de temps ? ESt-ce parce qu’ils ont cherché, mais pas

trouvé ?

Parfois, la consigne est poussée en quelque sorte a 1’absurde, ce qui est
sans doute une autre forme, peu consciente, de résistance. Alors que le
texte de I’Inspection générale parle d’un «travail hebdomadaire de
rédaction en temps libre » en précisant que cette régle s’applique « hors
les semaines ou figure un devoir de contrdle », un stagiaire de la
promotion 2002-2003 formule I’interrogation suivante : « Je donne aux
éléves des DM notés toutes les semaines. Mais dois-je aussi en donner les
semaines ou il y a un controle en classe ? » Lors de la séance suivante,
une autre stagiaire revient a la charge : « Peut-on donner un DM la méme
semaine qu’une interrogation ? » Lors de la journée de rentrée de la
promotion 2003-2004, une stagiaire interroge 1’équipe de formation, en
s’embrouillant un peu : « Qu’entendez-vous par donner des interrogations
moins souvent et plus longues [sic] et des DM plus souvent et moins
longs ? Et comment mettre en place un tel dispositif ?» Lors de la
guatriéme séance du séminaire, un autre stagiaire recherche la validation
d’un systéme sans doute plus conforme aux prescriptions officielles :
« Un “petit” DM tous les quinze jours est-il un bon rythme de travail pour
les éléves ? » La méme année, lors de la séance 17, c’est-a-dire tardive-
ment, un autre stagiaire exprime son malaise devant les effets objectifs du
conflit des paradigmes que, sans doute, il n’appréhende pas clairement :
« Est-il génant de changer la fréquence des DM ? », interroge-t-il.

C’est que, insistons la-dessus, la plupart des stagiaires arrivent en
deuxiéme année d’IUFM avec, sur le point examiné ici, des réflexes
d’ancien régime, ou plutdt avec le regret de devoir renoncer aux « gros
devoirs » qui en étaient I’embléme. Et lorsque la consigne « nouvelle »
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est entendue, selon un schéma classique elle porte le professeur stagiaire
a évoquer des modifications de [’enmsemble du systeme des travaux
demandés aux éléves. Lors de la séance 5 de I’année 2001-2002, un éléve
professeur interroge ainsi: «Peut-on ne fonctionner au niveau des
travaux a faire chez soi en ne donnant qu’un devoir a la maison par
semaine (assez court) et en ne donnant rien d’autre puisque tous les
exercices sont faits en classe entiére ? » L’acceptation de la nouvelle
norme semble ainsi impliquer une compensation par diminution du travail
a faire d’une séance sur I’autre. Dans une autre orientation de pensée, un
stagiaire de 1’année 2002-2003, prenant acte de la nouvelle consigne,
voudrait en inférer une autre modification, mais de sens inverse cette
fois : « Les devoirs a la maison doivent étre courts et fréquents. Peut-on
alors leur donner a faire en moins d’une semaine ? »

Le «modéle » & implanter dans les classes est ainsi pergu comme
structurellement instable. Certains s’en disent déconcertés, telle cette
stagiaire de 1’année 2003-2004 qui, lors de la séance 8, dit sa confusion
dans les termes suivants : « De quelle longueur doivent étre les DM ? J’ai
eu plusieurs versions différentes ; donc j’aimerais savoir ce que je dois
faire. » Car, on 1’a noté, on entend d’abord I’injonction portant sur la
fréquence des DM, et ce n’est que de fagon plus hésitante qu’on enre-
gistre le réquisit concernant leur longueur. La résistance du paradigme
ancien, ébranlée sur le premier point, ne lache pas sur le second. En outre,
les réticences rencontrées ne s’atténuent pas nettement au fil des années.
Visiblement, le passé ne passe pas.

3. DM et désengagement didactique

La tentation d’externaliser le travail par le moyen des DM n’est peut-étre
jamais aussi forte qu’a I’approche des vacances scolaires, ou le bilan de
I’avancée de 1’étude apparait, en regle générale, déficitaire : on voudrait
en avoir fait plus, et on projette alors de rattraper le temps perdu en
conjuguant DM et vacances, comme en témoignent les deux questions
suivantes :

— Peut-on donner, pendant les vacances, un DM qui va permettre

d’avancer dans le chapitre ?
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— Début janvier, mes éléves ont un contréle commun a toutes les classes
de 4° portant sur ce qui a été fait depuis la rentrée. Puis-je leur donner
un DM récapitulatif a faire pendant les vacances ?

Ce n’est qu’en 2005-2006 que les notes du séminaire font, sur ce point,
apparaitre une trés courte réponse, en réaction a une question posée a la
veille des vacances de Toussaint : « Faut-il donner a faire un travail
important aux éleves pendant les vacances scolaires ? » La réponse
express fournie par le responsable de la formation est la suivante :

La réponse est essentiellement négative : il ne faut pas donner aux éléves
un « travail de vacances » qui prétende faire avancer le temps didactique,
méme si I’on peut — et si I’on doit, en régle générale — proposer un travail
de bilan, d’inventaire de ce qui a été fait, de ce que I’on sait faire, etc.

La concision de la réponse ne permet guére d’apercevoir les raisons de
cette prise de position. Sa motivation se résume en une expression, celle
de désengagement didactique, dont on trouve une explicitation a propos
de la fonction « attrape-tout » assignée aux DM par certains professeurs
stagiaires, a I’occasion de la question suivante : « Peut-on donner comme
DM un des thémes du programme de 2*?» La réponse proposée
commence par expliciter le terme de theme employé dans la question,
dont I’auteur désigne ainsi ce que le programme de seconde d’alors
appelle des théemes d’étude et que le responsable du séminaire propose
d’appeler des themes d’études libres (TEL), pour distinguer ces items
optionnels des contenus obligatoirement étudiés, les thémes d’études
imposés (TEI). Aprés un développement sur le dispositif des TEL et leurs
contenus, la réponse formulée en vient aux principes qui fondent le rejet
du scénario envisagé dans la question :

Le choix de « donner en DM » I’un des TEL est en vérité déraisonnable,
a l’instar de tout choix conduisant a un désengagement didactique du
professeur — ici en “dégageant en DM” ce dont il lui incombe de diriger
I’étude avec vigilance — en classe et hors classe ! En vérité, I’organisation
didactique relative aux TEL est dans son principe la méme que
I’organisation de I’étude de n’importe quel autre théme figurant au
programme de la classe : I’étude d’un TEL doit procéder selon les
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«normes », déja travaillées dans le Séminaire, concrétisées par le
triptyque Activités / Syntheses / Exercices.

A ce développement s’ajoute la remarque suivante, qui participe de la
méme inspiration :
Les travaux hors classe, toujours utiles et parfois nécessaires, ne doivent
toutefois pas prendre une place excessive. Dans tous les cas, ils doivent
assumer des fonctions didactiques précises : travaux préparatoires a une
phase de travail en classe, mises en forme de travaux faits en classe (dont
les synthéses), etc.

Une autre question surgira quelques semaines plus tard: « Peut-on
proposer la démonstration d’un théoréme en DM (a la condition évidem-
ment de guider suffisamment les éléves) ? » Notons ici que la tentation
d’externaliser ce qui est censé se faire en classe ne concerne pas que les
DM : «Plusieurs collegues, pour tenir les délais, demandent a leurs
¢éléves d’apprendre le cours sur le bouquin, pendant les vacances... Ceci
bien sOr pour les révisions du collége (définition et somme de vecteurs).
Qu’en pensez-vous ? »

4. La polyvalence didactique des DM

Mais revenons aux DM. Le questionnement entété des éléves professeurs
dépasse de loin la seule question des vacances scolaires. A travers leurs
interrogations, on peut voir se déployer une conception protéiforme des
DM, dont la polyvalence didactique parait indéfiniment extensible, en
conformité avec 1’ancien rdle dévolu aux « devoirs », qui en faisait un
lieu essentiel aux apprentissages scolaires. C’est ainsi que, toujours a
propos des TEL en classe de seconde, on voit apparaitre des questions
dont certaines sont assorties de considérations typiques de la vision des
DM comme « réservoir de temps didactique » : « Peut-on donner un
théme d’étude en devoir a la maison (exemple : irrationalité de \/E) ?»
Toutefois, d’autres fonctions « compensatoires » sont attribuées aux
DM. En 2004-2005, lors de la derniere seéance du séminaire, et
nonobstant le travail fait au cours de I’année, un professeur stagiaire
s’entéte . « Peut-on traiter certaines parties du cours sous forme de
DM ? » La raison d’une telle externalisation est parfois précisée ; dans la
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question ci-aprés, posée par le méme stagiaire alors que 1’année est déja
bien avancée, c’est le retard pris dans [’avancée de 1’étude qui est
explicitement invoque :
J’ai pris du retard par rapport a ma progression. Je suis conscient que les
devoirs a la maison doivent étre courts et ont pour but la vérification de
I’acquisition par les éléves des notions de cours. Vu le contexte, est-ce
que je peux utiliser un DM pour compléter un cours (démonstration d’une
propriété par exemple) ?
D’autres fois, toujours dans le souci de gagner du temps, on pense
pouvoir comprimer en un DM toute une partie du programme. Le
« renvoi en DM » de ce qui devrait se faire en classe apparait souvent, a
cet égard, comme I’aveu d’une minoration — voire d’une péjoration — du
contenu mathématique concerné et/ou de 1’activité¢ d’étude a conduire sur
ce contenu. Ainsi en va-t-il typiguement avec la question suivante, due au
méme auteur que les deux précédentes: « Peut-on traiter le chapitre
Statistique sous forme d’exercices et de DM ? » Il est rare que 1’on
envisage de traiter ainsi tout un domaine d’études inscrit au programme
de la classe. Plus souvent, ce sont des parties jugées un peu secondaires
de thémes ou de secteurs d’études déterminés dont on souhaiterait
reléguer 1’é¢tude en DM. La question suivante témoigne a cet égard qu’il
s’agit 1a d’une pratique qui, sans faire norme dans la profession, y
apparait prégnante® :
Vaut-il mieux donner des devoirs & la maison visant & faire travailler les
techniques qui seront évaluées lors du contréle (c’est-a-dire un DM qui
serait une répétition générale du futur contréle), ou alors des DM ou on
demanderait des choses nouvelles que I’on n’aborderait pas en classe ?
Les professeurs de mon lycée (dont mon maitre de stage) préferent donner
des DM du deuxieme type alors que j’avais pour habitude de donner des
DM du premier type.

La question suivante, qui évoque une organisation de 1’étude sans doute
largement imaginaire, tente d’intégrer un tel usage des DM a un cadre
plus large : «Peut-on faire un chapitre (par exemple “Droites remar-

5. L’auteur de la question avait déja fait une année de stage 1’année précédente : d’ou la
référence a son « habitude ».
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quables du triangle”) uniqguement en DM, en avancant petit a petit (en en
parlant réguliérement en classe), mais sinon en les laissant mettre en
place leur cours ? » Le désengagement didactique est ici évident. Il est
moins net, bien entendu, quand le contenu mathématique du DM et le
travail demandé a son propos sont censés s’inscrire dans le cadre de
révisions. Un éleve professeur souléve ainsi la question suivante : « Peut-
on utiliser une partie d’un DM pour faire réviser des notions des classes
antérieures ? » Il s’agit 1a d’un cas extréme. Généralement, les révisions
envisagées concernent le travail de ’année, notamment lors des césures
qu’instituent les vacances scolaires, comme il en va dans cette question :
« Quelle quantité de travail doit-on donner pendant les vacances ? Et
faut-il revenir, dans ces devoirs, sur les connaissances de début d’année
pour les réactiver, les consolider, les élargir ? »

Cette remontée dans le temps didactique apparait comme une autre
tentation des professeurs stagiaires : sans doute s’agit-il 1a aussi d’un
vestige, en forme d’« inconscient d’école » (Bourdieu, 2000), d’un temps
ou le programme d’une classe comportait officiellement des révisions du
programme de la classe précédente. Cette remontée est souvent doulou-
reuse et, a cet égard, les DM semblent avoir une image ambivalente. Dans
certains cas, en effet, c’est un DM qui va révéler la volatilité des

connaissances et des compétences, ainsi qu’il ressort de cette question :

A la fin du mois, ma classe de 4° a un devoir commun portant sur les
chapitres relatifs au numérique traités depuis le début de I’année. Dans
cette optique, je leur avais donné un DM de révisions pendant les vacan-
ces de Noél. J’ai constaté que les calculs sur les fractions ont été majori-
tairement ratés. Alors que je suis loin d’étre en avance, dois-je prendre le
temps, avant le devoir commun, de revenir sur ce chapitre avec eux ?
Dans d’autres cas, a I’inverse, le DM apparait comme [’antidote au
poison de I’oubli. Ainsi en va-t-il, par exemple, dans la question repro-
duite ci-apres :
J’ai corrigé pendant les vacances le dernier DS de ma classe. Pour ce DS,
il y avait plusieurs chapitres a réviser. Les éléves ont plutot bien réussi les
exercices correspondants au chapitre que 1’on était en train de traiter, mais

ils ont trés mal réussi les exercices correspondants aux chapitres les plus
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anciens. Il s’agissait pourtant de notions dont on a a nouveau besoin
maintenant. J’ai donc décidé de leur donner un DM trés court portant sur
ce chapitre ancien pour les obliger a le réviser. Est-ce une bonne
méthode ?

D’une fagon plus générale, le DM regoit une fonction d’économiseur du
temps passé en classe, notamment pour ce qui apparait au professeur
débutant comme des répétitions ou des reprises sans grand intérét — peut-
il penser. La tentation de faire de semblables économies est forte,
notamment en classe de seconde, a propos de la géométrie plane. En
2002-2003, dés la séance 3, une stagiaire souléve la question: «Le
chapitre des configurations planes n’est composé que de résultats vus au
collége. Peut-on donner des DM sur le sujet, sans faire de cours en classe,
puis faire un bilan des difficultés pendant une heure ? » Les « configura-
tions du plan » constituent, en seconde, la terre d’élection des révisions
qu’on se plait & envisager de renvoyer en DM. La méme professeure
stagiaire formulera un peu plus tard, au cours de deux séances succes-
sives, une interrogation insistante dont on reproduit ici la premiéere formu-
lation :

Pour introduire I’étude des configurations du plan, je compte donner un
DM a faire pendant les vacances faisant appel aux techniques apprises au
college, puis faire une synthése sur ces techniques et théorémes a la
rentrée. Ce dispositif est-il approprié ?
Une autre éléve professeure posera plus tardivement le méme probleme,
mais dans une forme générale, qui a le mérite de ne pas apparaitre comme
occasionnaliste et explicite pour cela une fonction didactique permanente
— parmi d’autres — assignée aux DM : « Peut-on s’aider d’un DM pour
réactiver le savoir ancien afin d’attaquer un théme nouveau ? » Cela dit,
les fonctions didactiques que 1’on assigne au DM sont en vérité beaucoup
plus ouvertes encore que les inventaires précédents ne le suggeérent. C’est
ainsi qu’un DM peut étre vu comme un moyen de préparer 1’étude a
venir, et d’aller de I’avant plutét que de revenir en arriére, comme
I’atteste cette question : « Est-il intéressant de donner un “DM -
Activités” afin d’amorcer de nouvelles notions plus tard dans I’année ? »
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Mais une autre fonction est également proposée de facon significative,
en laquelle on ne peut manquer de voir une trace de I’ancien paradigme
scolaire : un DM constitue un travail dans lequel on va plus loin, plus
profond, ou qui, du moins, se préte a cette possibilité. La vision du DM
comme lieu d’une étude plus approfondie apparait prégnante, méme
lorsqu’elle est formulée de fagon interrogative : « Est-ce qu’un devoir a la
maison peut étre plus difficile que les exercices faits en classe et
demander éventuellement plus de raisonnement ? » Mais 1’appel au DM
pour approfondir le travail de la classe se heurte vite au réel, et la
déception est parfois source de sagesse :

Quelle structure serait la meilleure pour un travail de recherche des
éleéves ? En effet, dans un devoir a la maison, ils semblent démotivés par
un probléme qu’ils parviennent mal & résoudre, surtout si la note qui suit
est faible.

Au demeurant, les éléves ne sont pas seuls a rechigner — en quelques cas,
les parents font de la résistance, comme le signale un professeur
stagiaire :
Dans les DM, j’essaie de donner trois quarts d’exercices d’application du
cours et un quart (souvent 1 ou 2 exercices) de problémes qui, plus
complexes, font appel & des notions vues dans les classes précédentes.
Pendant la rencontre parents-professeurs, certains se sont plaints que je
donnais des exercices dont tous les éléments n’étaient pas dans le cours.
Je leur ai répondu que ces exercices faisaient appel a des notions
antérieures, mais ces parents ne semblaient pas convaincus. Est-il 1égitime
de donner en DM des exercices « d’approfondissement » ?

Méme en face du sobre démenti apporté par I’attitude de certains éléves
et de certains parents, la prégnance du « gros devoir », ou le professeur
comme les éléves seraient censés donner toute leur mesure, est
indéniable. Les questions, telle la suivante, le rappellent avec entétement :
« Peut-on évaluer des taches qui ne sont pas des compétences exigibles,
par exemple dans le but de mettre en valeur le travail fait en DM ? » La
soif d’excellence qui résonne dans le questionnement des professeurs
stagiaires s’autorise de la présence dans la classe d’éléves visant a
poursuivre des études scientifiques. La question suivante fournit a cet
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égard un exemple presque cocasse : alors que la rentrée 2000 voit, en
seconde, I’éviction du programme de la notion d’écart type, ’auteur de la
question voudrait réintroduire 1’écart type par le biais d’un DM :

En seconde, en statistiques, I’écart type n’est plus au programme. Peut-on
quand méme en parler ? Plus précisément, j’ai choisi, a chaque DM, de
rajouter quelques questions (hors baréme) pour ceux qui envisagent une
1" S. Puis-je alors parler d’écart type  la fin d’un DM de statistiques ?

L’utilisation méliorative des DM est envisagée notamment lorsqu’une
classe ne comporte que quelques « bons éléves », ce qui contraint le
professeur a un enseignement dont le niveau reste modeste. En ce cas, les
DM sont vus comme une manie¢re de compléter vers le haut I’enseigne-
ment proposé :

J’ai une classe de 34 éléves plus portée sur les matiéres littéraires (i.e. ils

comptent aller en 1" L). Seules 4 ou 5 personnes souhaitent aller en 1 S

et ont un bon niveau. Puis-je donner a ces éléves des DM différents ?

Les DM sont vus comme un ailleurs de la classe, qui donnerait licence au
professeur d’opérer comme il ne se le permet guére dans le cadre exigu
des séances en classe. Plusieurs professeurs stagiaires, ainsi, envisagent
les DM comme un moyen de compenser les déficits constatés chez
certains éléves, voire de différencier leur action didactique : « Un DM
peut-il servir au soutien d’un groupe d’éléves ? Dans ce cas, comment
faire lors de la correction en classe ? » Certains professeurs débutants
peuvent se laisser entrainer dans ce qu’ils croient étre une bréche ouverte
dans la routine de la classe. La question qui suit témoigne de ces
aventures didactiques dont ni les enjeux, ni l’issue n’apparaissent
réellement maitrisés : « Est-ce judicieux de donner a faire en DM un
exposé sur la vie et I’ceuvre d’un mathématicien (Thalés, Pythagore,
etc.) ? »

Ce n’est pas, bien entendu, que la formation prodiguée reste muette
sur la question. Mais c’est bien difficilement que ses préconisations
semblent entendues par des jeunes professeurs, vieux déja de tout un
inconscient scolaire non analysé. L’intégration des DM dans une
organisation mathématique d’ensemble ne va pas de soi. Les devoirs a la
maison conservent d’un passé prestigieux, certes ancien, mais souter-
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rainement influent, I'image d’un dispositif & fort pouvoir d’attraction
didactique, capable de tout permettre — surtout ce que les séances en
classe, dans leur relatif dénuement, semblent échouer a apporter. La
guestion reproduite ci-apres, ou une conception emphatique et d’un autre
temps est opposée a la vision simple et modeste du temps actuel, exprime
ainsi a cet égard une tension essentielle dans la profession qu’embrassent
les professeurs stagiaires :

Sur un chapitre donné, est-il préférable de donner un DM (et de le
corriger) avant un DS, de maniére a préparer en quelque sorte le DS, ou
bien de le donner aprés le DS, de maniere cette fois a approfondir les
notions vues dans le chapitre et a réinvestir et/ou améliorer les
connaissances ?

5. Le devoir et sa correction

La rémanence dans l’inconscient scolaire du role assigné aux devoirs
dans I’ancien paradigme ne se heurte pas qu’aux injonctions officielles
qui donnent au DM un tout autre role dans 1’organisation de 1’étude.
Ainsi qu’on I’a vu, dans la pédagogie d’autrefois, le devoir faisait couple
avec la séance en classe qui, elle, était dévolue en tres grande partie a la
correction du devoir, en quoi consistait 1’essentiel de I’activité du profes-
seur en présence des ¢€leves. Or cet aspect de I’ancienne organisation
didactique semble aujourd’hui naufragé : tout se passe en effet comme si
ni les éléves ni les professeurs, en cela a I’unisson, ne supportaient plus
ce temps donné a une affaire jugée par nombre d’entre eux terminée une
fois la copie remise au professeur et rendue par celui-ci notée et annotée.
Rien sans doute n’est plus éloigné d’une organisation de 1’étude ou le
travail accompli hors la classe avait pour objet de nourrir le travail en
classe, qui venait en quelque sorte confirmer, renforcer, stabiliser les
efforts entrepris en étude par les éléves. La réticence des professeurs
stagiaires devant 1’exigence supposée de procéder & une correction en
bonne et due forme des travaux donnés a faire s’exprime donc en une
longue plainte, qui égrene des « solutions » alternatives, motivées par des

expériences frustrantes, comme 1’indique aussi la question suivante :

Comment organiser la correction d’un contréle ou d’un devoir a la
maison ? J’ai fait I’expérience d’une correction au tableau ou j’ai
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expliqué, corrigé, les erreurs les plus fréquentes que j’avais relevées, mais
j’ai eu I’impression que peu d’entre eux écoutaient ou voyaient I’intérét
de cette correction.

Plusieurs stratégies se font jour, dont la plus commune est sans doute de
distribuer aux éléves un corrigé photocopié, en minorant en conséquence
le temps passé en classe a la correction proprement dite. De la trés longue
liste de questions qui montre la force de la tentation qui s’impose a cet
égard au professeur débutant, nous n’en reproduisons ici qu’une seule :
« Pour les corrections de DS ou de DM, est-ce qu’il vaut mieux corriger
tous ensemble en classe ou distribuer un corrigé et “inviter” les éléves
ayant des difficultés en Al ® pour détailler la correction ? »

D’autres techniques sont également mises en ceuvre, qui toutes visent
a externaliser d’une certaine maniére le travail de correction proprement
dit. La correction, moment cardinal de I’étude dans le paradigme ancien,
tend ici a étre élidée, déplacée vers les périphéries de la classe : « Est-ce
une bonne idée de faire la correction d’un DS ou d’un DM pendant les
modules plutét qu’en classe entiére ? » La réalité n’est gucre niable :
spontanément, c’est-a-dire dans les contrats didactiques contemporains
tels qu’ils se nouent dans les classes ordinaires, le temps de la correction
et son contenu lui-méme semblent devenus superfétatoires, en sorte que
les éléves sont réputés s’y ennuyer tandis que le professeur craint d’y
perdre son temps — ce qu’attestent de nombreuses questions, telle la
suivante : « J’ai tenté plusieurs sortes de correction pour un DS : en DM
(aprés avoir donné les exercices correspondants faits en classe) ; en
commun au tableau; en n’expliquant que les points qui ont POSé
probléme ; etc. Je n’ai toujours pas trouvé la formule qui me convienne
parfaitement, ainsi qu’aux éléves. Quelles peuvent étre les solutions
différentes ? »

Bref, le temps presse, et les corrections, en lesquelles on ne voit plus
le lieu d’un apprentissage essentiel, semblent dés lors intempestives :
I’ennui décelé chez les éléves est le symptome d’une absence de projet
didactique partagé. On va donc chercher a réduire le temps de correction ;

6. L’aide individualisée (Al) est un dispositif mis en place en classe de seconde a la
rentrée 1999. Elle est censée étre réservée aux éleves les plus en difficulté.
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on demandera parfois 1’autorisation de le faire, que I’on s’accordera peut-
étre plus souvent encore, contre les préconisations officielles elles-
mémes, d’abord dans des cas limites — par exemple sous le prétexte que
le DM a corriger « a été réalisé par la quasi-totalité des éléves » —, ensuite
de facon beaucoup plus générale — afin, comme 1’écrit une professeure
stagiaire, de « Vérifier sans perdre trop de temps ».

6. Conclusion

Le dispositif mis en place depuis plus de dix ans dans le cadre de la
formation initiale des professeurs de mathématiques a I'TUFM d’Aix-
Marseille — qui consiste a demander aux professeurs en formation en
deuxiéme année d’IUFM, qui ont une pratique (a temps partiel) du
métier, de témoigner par écrit, semaine aprés semaine, des difficultés
rencontrées dans 1’exercice du métier et dans la formation au métier —
permet de mettre au jour tout un systeme de conditions et de contraintes
qui pése sur, ou qui favorise, I’élaboration de leurs praxéologies profes-
sionnelles.

Dans certains cas, les difficultés mentionnées concernent, plus ou
moins explicitement, les praxéologies mathématiques a enseigner. A cet
égard, le cas de la caractérisation angulaire du parallélisme et de la notion
d’angles alternes-internes, dont I’enseignement figure au programme de
la classe de 5° (éléves de 12-13 ans), est éclairant ; I’analyse permet de
mettre en évidence I’inadéquation de 1’infrastructure mathématique dont
la profession dispose actuellement et les contraintes historiques qui
pesent sur son développement (Cirade, 2008). Dans d’autres cas, comme
celui que nous avons étudié ici, c’est I’infrastructure didactique qui est
en jeu. La encore, ’analyse permet de mettre en évidence le poids du
passé et de préciser le rapport professoral au DM et ses conséquences
didactiques. 1l resterait maintenant a étudier les évolutions possibles de ce
rapport et de ses effets.
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Abstract. This paper is part of a research project that aims to find out how and to
what extent the integration of digital technology in mathematics classes at
primary school affects the teachers’ and students’ practice. The research
specifically concerns “digital didactic units” in the first two years of primary
school (children aged between 6 and 10) and analyses the questions posed by
future mathematics teachers about developing and managing said units.

Résumé. Ce travail s’inscrit dans un projet de recherche qui se propose de voir
comment et en quelle mesure I’intégration des technologies numériques en classe
de mathématiques dans I’enseignement primaire influe sur la pratique des
professeurs et sur celle des éléves. La recherche porte plus spécifiquement autour
des « unites didactiques numeriques » du premier cycle du primaire (6-10 ans) et
étudie les questions posées par des professeurs en formation sur la conception et
la gestion de ces unités.

Resumen. El presente trabajo se inscribe dentro de un proyecto de investigacion
que se propone indagar como y en qué medida la incorporacion de tecnologia
digital en clases de matematicas de Educacion Basica impacta en la préctica de
los profesores y en la de los estudiantes. La investigacion se desarrolla especi-
ficamente en torno a las «unidades didacticas digitales» del primer ciclo basico
(6-10 afios) y analiza las preguntas formuladas por profesores en formacién
sobre la concepcion y gestion de estas unidades.
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1. Introduccién

El presente trabajo se inscribe dentro de un proyecto de investigacion que
se propone indagar coémo y en qué medida la incorporacién de tecnologia
digital en clases de mateméticas de Educacién Bésica impacta en la
practica de los profesores y en la de los estudiantes, particularmente en el
logro de aprendizajes. La investigacion se desarrolla especificamente en
torno a las «unidades didacticas digitales» del primer ciclo basico (6-10
afios) que fueron elaboradas en el contexto de la Estrategia LEM®
(Espinoza & Barbé, 2008). Cada unidad didactica digital, en adelante
UDD, plantea una propuesta de ensefianza concreta para el estudio de un
tema matematico especifico del curriculum de ensefianza basica que
integra el uso de TIC.

Una de las hipotesis fundamentales de la investigacion es que la
contribucion de la tecnologia digital solo podra ser apreciable si se
garantizan ciertas condiciones basicas para que esta pueda ser usada de
forma fluida por los docentes y alumnos. Para ello habra que identificar y
generar condiciones de apropiacion de la propuesta didactica contenida
en las UDD por parte de los docentes y, también, condiciones para su
implementacion adecuada en la sala de clases.

El trabajo que aqui presentamos se centra, mas especificamente, en el
estudio de la préactica docente que, siguiendo la modelizaciéon que la
teoria antropoldgica de lo didactico (en adelante, TAD) propone al
respecto (Chevallard, 2006), se interesa por comprender tanto su
componente «practica» como su componente «tecnoldgica-tedrica». En
este sentido, el cuestionamiento del profesorado a prop6sito del estudio
b-learning de una propuesta de ensefianza sobre un tema matematico
concreto, y de su puesta en marcha en la sala de clases, constituye una
excelente oportunidad para el estudio clinico de la «tecnologia didactica»
(en el sentido de la TAD) de los docentes. En general, los dispositivos

1. La Estrategia en lecto-escritura y matematica, LEM, es una iniciativa impulsada por el
Ministerio de educacidn de Chile cuyo proposito es fortalecer las estrategias de ensefianza
de los profesores de educacion general basica, proporcionandoles principios didacticos y
herramientas para concebir y gestionar procesos de estudio matematicos eficaces. Fue
desarrollada por el Centro Felix Klein, en un trabajo conjunto con el equipo de
matematica de la Unidad de bésica del Ministerio de educacion
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clasicos para este tipo de indagacién como son encuestas, entrevistas,
etc., suelen detectar en los docentes unos argumentos y discursos institu-
cionales que, en la préctica, tienen escasa, e incluso en muchos casos
ninguna relacion con lo que esos profesores realmente hacen en sus clases
(Palou, 2005).

La reflexion y el cuestionamiento sistematico de los docentes sobre
unas cuestiones concretas de la ensefianza de las matematicas planteadas
por un tutor a través de una plataforma virtual, nos ha permitido
profundizar en la comprensién de la tecnologia didactica de estos
profesores ya que, interactuando con dicho tutor y con sus colegas al
interior de una comunidad de aprendizaje virtual, estos iban dejando
huellas sobre elementos constitutivos de su manera de entender y
gestionar los procesos didacticos. La plataforma virtual, a través de
distintos dispositivos (foros de discusion, cuestionarios, diarios, bitacoras,
etc.) se constituyd en un medio flexible, interesante para los docentes y
suficientemente amigable, que promovia la explicitacion de sus argumen-
tos y explicaciones.

Las dificultades para investigar la tecnologia didactica de los docentes
son conocidas y ampliamente compartidas (Brousseau, 1997). La docen-
cia constituye una practica espontanea, simplemente vivida por sus
actores y poco reflexionada en &mbitos especificos del conocimiento, que
ofrece muchas dificultades para ser explicitada y comprendida en
profundidad (Espinoza, Bosch & Gascon, 2003). Presentamos aqui una
experiencia de investigacion que nos ha permitido penetrar de forma
significativa en este bloque tecnoldgico-tedrico de las organizaciones
didacticas, contribuyendo asi en la comprensién de las practicas docentes.

2. Presentacion de la ingenieria: las unidades didacticas
digitales

Las unidades didacticas digitales (UDD) para educacién matematica son
un recurso tecnologico disefiado para complementar la implementacién
de las unidades didacticas LEM. Se trata de un instrumento de trabajo
para el profesor que contiene una serie de aplicaciones multimedia
interactivas para apoyar al docente y a los estudiantes en los distintos
momentos de las clases. Fueron encargadas por el ministerio de educa-
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cion chileno para ser utilizadas en escuelas que dispusieran de un
computador por sala, data show y sonido. Son gratuitas y estan
disponibles en el catdlogo de ENLACES (http://www.catalogored.cl),
siendo uno de los recursos mas visitados del catalogo.

Estas aplicaciones proporcionan al docente y a los estudiantes un
conjunto de situaciones en las cuales se proponen tareas matematicas
contextualizadas, un conjunto de variables didacticas que se pueden
manipular para apoyar la apropiacion de los aprendizajes y situaciones en
las cuales los alumnos y alumnas podran articular y fundamentar
conocimientos matematicos. Asimismo, contienen sugerencias metodo-
l6gicas y didacticas para los docentes y recursos para que los estudiantes
profundicen las actividades trabajadas en la sala de computacion o en otro
lugar. Cada UDD propone organizar el trabajo docente durante aproxima-
damente tres semanas. Esta forma especifica de integracion curricular de
las TIC incorpora, tanto en su disefio como en su desarrollo, la tecnologia
fundada en los principios didacticos impulsados por el Centro Felix
Klein, los que a su vez provienen de las principales teorias desarrolladas
en el marco del enfoque epistemoldgico en didactica de las matematicas.

Una unidad didactica digital esta compuesta por dos ambientes de
trabajo: «Estudio de la unidad» y «Ejecucion de la clase». El ambiente
«Estudio de la unidad» es un espacio exclusivo para el docente que
contiene: una seccidn para profundizar en el tema matematico y didactico
gue trata la unidad; planes de clases organizados en tres momentos
(inicio, desarrollo y cierre); descripciones de las estrategias metodo-
légicas e informacion relativa a las actividades de aprendizaje que la
UDD plantea con recursos educativos informaticos (REI); seccién para la
evaluacion y reflexion del docente; asi como documentos imprimibles.
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Figura 1. Elemento «Estudio de la unidad» de una unidad didactica digital

Cada una de las secciones de este ambiente guarda relacion con los
dominios del Marco para la Buena Ensefianza (Ministerio de Educacion
de Chile, 2003), documento oficial que caracteriza la préctica docente
con el propdsito de levantar estandares de calidad.

El otro ambiente es el de la «Ejecucion de la clase» que contiene y
organiza los recursos interactivos desarrollados para utilizar durante las
clases. Este espacio contiene y administra las clases digitales desarro-
Iladas que componen la unidad, que por lo general son 6.

Para cada nivel de la ensefianza bésica existen dos unidades didacticas
con recursos digitales, es decir se cuenta con 16 UDD en total. A su vez,
cada unidad didactica digital estd compuesta por 6 clases, dos de las
cuales cuentan con «recursos educativos interactivos» (REI), para los tres
momentos de la clase.
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Figura 2. Elemento «Ejecucion de la clase» de una unidad didactica digital

Los temas tratados en las UDD de Primer ciclo basico (1.° a 4.° basi-
co) son los siguientes:

1° Bésico: Contar y comparar con numeros hasta 20
Problemas aditivos con nimeros hasta 100

2° Bésico: Problemas aditivos y estudio de técnica para restar
Problemas aditivos con nimeros hasta 1.000

3° Bésico: Anticipando el resultado de un reparto equitativo: de la multi-
plicacion a la division
Estudiando problemas multiplicativos y técnicas para multi-
plicar

4° Béasico: Los cuadrilateros
Estudiando problemas multiplicativos y técnicas para dividir
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3. Proceso de capacitacion docente: fases y cuestionamientos
emergentes

El cambio de las practicas docentes, en particular en la ensefianza de las
matematicas, es un proceso altamente complejo. Se postula que la
préctica profesional del profesor en el aula solo se podra cambiar de una
manera significativa y estable en el tiempo si, correlativamente, se
modifica el modelo epistemoldgico que, como dice Brousseau (1987),
esta en la base de los modelos docentes habituales. En tal sentido es
fundamental que los profesores comprendan qué es necesario modificar y
por qué, y se involucren intelectual y emocionalmente en dicha empresa.

3.1. El programa de capacitacion

En el marco de nuestro proyecto de investigacién, construimos un
programa de capacitacion docente en torno al uso de las UDD en el aula
para profesores de primer ciclo basico (1.° a 4.9). Se invitd a participar a
escuelas de la region Metropolitana y de la VI region del pais, que vienen
participando en la Estrategia LEM desde hace afios, y cuyos profesores
han demostrado alto interés por implementar la estrategia en sus clases,
asi como buenos grados de apropiacion de la propuesta didactica conte-
nida en ellas y destacado desempefio en su implementacién en el aula.

Los docentes se comprometian a participar de un proceso de forma-
cion en didactica de las matematicas que les permitiera adquirir y profun-
dizar conocimientos matematicos, didacticos y tecnoldgicos, y con ello
contribuir a la mejora de sus préacticas de la ensefianza en este subsector
de curriculo. Dicho programa de formacion continua se estructurd por
medio de cuatro cursos, uno para cada nivel de ensefianza, cada uno de
los cuales se organizd en torno a la UDD correspondiente al nivel. Tal
como fue descrito anteriormente, cada UDD aborda teméticas que forman
parte del curriculo vigente, por lo que los profesores debian ensefiarlas en
el afio en curso. Los cuatro cursos dictados en el contexto del proyecto
fueron los siguientes:

Profesores 1° Bésico: Estudiando los nimeros y la cuantificacion
Profesores 2° Basico: Estudiando problemas aditivos

Profesores 3° Basico: Estudiando problemas multiplicativos
Profesores 4° Bésico: La ensefianza de los cuadrilateros
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Los cursos se efectuaron en modalidad b-learning, articulando sesiones
presenciales con virtuales. En las sesiones presenciales se trabaja en
modalidad de taller, llevando a cabo una estrategia metodoldgica
coherente con la propuesta didactica del modelo pedag6gico que esta en
la base de las UDD. Dicha estrategia consiste en iniciar el proceso de
estudio con una actividad de problematizacion, cuestion nada habitual en
la cultura escolar de Basica, con el propdsito de que los docentes
experimenten la necesidad real de explorar un problema en principio
desconocido para ellos y cuya solucion requerira de una estrategia no
trivial para resolverlo. Posteriormente, se proponen actividades similares
para que los docentes profundicen en el tipo de problemas que estd en
estudio, para identificar el conocimiento puesto en juego asi como las
condiciones bajo las cudles este resulta valido y pertinente. Finalmente,
se sistematiza e institucionaliza el conocimiento utilizado, contrastando
las diferentes formas utilizadas para resolver los problemas, evaluando la
eficacia de cada una de ellas y comprendiendo sus similitudes y
diferencias.

Por lo general, para lograr la «devolucion» del problema a los
profesores de este ciclo de ensefianza, dado que por lo general se trata de
tematicas matematicas conocidas por ellos, se trabaja con aspectos de los
temas que se ensefian en estos niveles que aparecen como transparentes
para los estudiantes, como obvios o0 naturales, y que en general no se
problematizan y por lo general no se ensefian. Tal es el caso de la
actividad de enumeracion en 1.° basico? o la propiedad de la no rigidez
de los cuadrilateros en 4.° basico. En este proceso, el conductor del taller
juega un rol de mediador, permitiendo con ello que los participantes sean
protagonistas del proceso. En cada curso se utilizan recursos como videos
de clases y de nifios aprendiendo matematica, se analizan actividades de
textos escolares y resultados de evaluaciones de manera que profesores y
profesoras puedan reflexionar y analizar procesos de ensefianza vy
aprendizaje, y con ello contrastar sus précticas habituales mediante

2. La actividad de enumeracion, segun los estudios realizados en el marco de Teoria de
Situaciones (Brousseau, 1997) resulta imprescindible para comprender y realizar la
actividad de contar y, con ello, lograr una construccién argumentada de los nimeros
naturales.
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criterios didacticos provenientes del marco teérico gque sustenta tanto el
modelo de ensefianza como el trabajo investigativo, y que resultan cohe-
rentes con los lineamientos del curriculo nacional °.

En las sesiones de estudio virtuales se utiliza la misma metodologia,
abriendo espacios para la constitucion efectiva de comunidades de
estudio virtuales de profesores, en las que se promueva la discusion
colectiva sobre las actividades que realizan en el curso, el intercambio de
experiencias sobre sus practicas, asi como discusiones sobre tematicas
que resulten complejas para los docentes de estos niveles.

Asimismo, cada curso contempla que los profesores implementen el
proceso de ensefianza propuesto por la UDD correspondiente, analicen
los resultados de aprendizajes obtenidos por los nifios una vez
implementado cada proceso y evallen, mediante una instancia de
retroalimentacion, su propio desempefio en dicha implementacién y el de
sus estudiantes. Finalmente, los profesores del curso tienen que disefiar
un miniproceso de estudio de un tema matematico que sea afin al
abordado en las UDD. Para ello, cuentan en la plataforma virtual, con
material de apoyo y orientaciones didacticas para el disefio y eleccion
fundamentada de las actividades que usaran y/o adaptaran. Ademas,
disponen del recurso tecnolégico denominado «Generador de actividades
interactivas» (GAI), que conocen durante las sesiones de estudio y que
les permite construir sus propias actividades interactivas.

De este modo, cada curso se organiza en cuatro etapas, que para su
desarrollo requieren, ademas del trabajo colectivo e individual de los
docentes, de una dinamica particular de trabajo dentro las propias
escuelas. Dichas etapas son: preparacién de la ensefianza; realizacion de
clases; evaluacion de la experiencia y de los aprendizajes; y extension de
la propuesta didactica.

3. Planes y Programas del Primer Ciclo Basico. Mineduc, 2004.
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Fase 1: Estudio matematico-
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Figura 3. Fases del programa de capacitacion para profesores

3.2. Fases del proceso de formacién y cuestionamiento emergente:
cuestiones de «receptor» y cuestiones de «creador»

Las tres primeras fases del programa de capacitacion involucran a los
docentes en cuestiones gque hemos denominado como de «receptor»,
puesto que los profesores se deben apropiar de una organizacion didactica
elaborada y propuesta por otros. Recordemos aqui estas tres primeras
fases: estudio del tema matematico y didactico en que se inscribe la
UDD; implementacién de la UDD con apoyo Yy retroalimentacion en aula;
reflexion y analisis de la experiencia vivida y retroalimentacion.

En el desarrollo de estas tres fases, las preguntas e interacciones entre
los docentes, y entre los docentes y el tutor a través de la plataforma,
estuvieron principalmente orientadas a comprender la propuesta de
ensefianza contenida en las UDD vy, especialmente, a precisar mejor como
se debian gestionar en clases las distintas actividades planteadas por el
recurso, tanto aquellas de naturaleza interactiva como de otro tipo. A
continuacion presentamos algunas de las preguntas y cuestiones mas
recurrentes entre los profesores que participaron en el proyecto, y que
muestran el caracter de receptor antes descrito:

¢Cémo hago funcionar esta actividad interactiva? ;Cuanto tiempo debo
dedicarle en la clase? ;Cuantas veces es adecuado repetirla? ;Los estu-
diantes deben hacer todas las actividades? ¢Cudales se podrian dejar de
tarea? ¢Hago o no el cierre completo de la clase o solo gestiono la institu-
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cionalizacion de las ideas que se han puesto en juego en la clase? ;Puedo
ver el cierre de esta clase en la proxima? ;Qué tarea matematica esta
detras de esta actividad? ¢Por qué razon este problema es mas complejo
que este otro? ¢Por qué utilizar o promover el procedimiento mas eficien-
te, si lo importante es que lleguen al resultado correcto? Etc.

Como vemos, son preguntas que pretendian aclarar y precisar mejor lo
que debian realizar en sus clases, esto es la praxis de la OD que les
ofreciamos con la UDD. Menos frecuentemente aparecieron preguntas de
caracter tecnoldgico que pretendian profundizar y comprender el sentido
de la propuesta, en cudles eran las expectativas de aprendizaje que se
tenian al proponer tales actividades:

¢Las tareas matematicas son como los objetivos? ¢Cudl es el aporte y por
qué se definen las condiciones didacticas? ;Como gestionar el error de los
estudiantes sin decirles en qué se han equivocado ni plantearles el
correcto procedimiento (en muchos casos el error es ignorado y no
siempre tienen claridad de la consigna de cada actividad)? ¢Podré imple-
mentar esta nueva vision del campo de problemas aditivo y multiplicativo
que estoy aprendiendo en este curso? «Yo creo que mis estudiantes no
podran resolver estos problemas.» Al estudiar los distintos tipos de
problemas aditivos, los docentes toman consciencia de las diferentes
situaciones que pueden ser modelizadas con la adicién, y surge muy luego
su cuestionamiento de cual son los tipos de problemas mas utilizados por
ellos y preguntan cual es el modelo que debieran ensefiar a sus estu-
diantes, etc.

El cuestionamiento de los docentes a propoésito de estas preguntas de
receptor nos permitié encontrar algunos elementos de su tecnologia
didactica.

La ultima fase del proyecto implica a los docentes en cuestiones de
«creador»: los docentes debian construir colectivamente una propuesta de
ensefianza que incorporara el uso de TIC. Para ello contaban con el
«generador de actividades interactivas» (GAl), actividades parame-
trizadas y herramientas interactivas. En esta fase del proceso, el tipo de
preguntas cambia drasticamente; aparecen lo que hemos llamado
«preguntas de verdad»:
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¢Qué relacion hay entre las distintas actividades de una clase? ;Y entre
las clases? Como progresan los niveles de complejidad? ;Por qué contar
junto al comparar? ¢Por qué esa secuencia? ;Podria ser otra? ;Qué papel
juega el contar en la construccion de los nimeros? ;Cémo son las
situaciones de aprendizaje que permiten que los estudiantes se contacten
con su razén de ser? ;Qué aspectos de la actividad matematica que
realizaran mis estudiantes permiten distinguir y proponer una adecuada
progresion de tareas y condiciones de realizacion? ;Qué actividad
concreta permitiria estudiar este tipo de tareas? (En qué orden,
basandome en qué criterio? ;Cémo reconocer las relaciones, similitudes y
diferencias, entre distintas técnicas de manera de poder establecer cuél es
mas eficiente y por qué? ;Qué condiciones permitirian que tal técnica
fracase y tal otra emerja?
Se trataba de preguntas que pretendian comprender, ademas de la praxis,
la tecnologia que estaba detrds de las actividades propuestas. El
cuestionamiento de los docentes a proposito de estas preguntas «de
creador» nos permitio precisar y comprender mejor los elementos de la
tecnologia didactica que nos pareci6 identificar en torno a las preguntas
de receptor.

4. Analisis de la tecnologia didactica de los docentes

La metodologia que utilizamos para realizar el analisis de la tecnologia
didactica de los docentes, se sustenta principalmente en la teoria
antropoldgica de lo didactico (Chevallard, 1999). Esta teoria se enmarca,
en un contexto mas amplio, dentro de la corriente antropoldgica cognitiva
(Sensevy, 1999). Dada la naturaleza de nuestra investigacion, se requiere
de una comprension amplia y profunda de cada situacion considerada.
Esto nos conduce a realizar un estudio de corte cualitativo, basado en el
estudio clinico de los sistemas didacticos (Leutenegger, 2000).

La metodologia del proyecto consider6 reorganizar las planificaciones
de las UDD y adecuar algunas de sus actividades para ajustar los tiempos
de implementacion a la realidad de aula. Después de implementar los
cuatro programas de capacitacion a 40 profesores de primer ciclo, se
seleccionaron entre estos a los 12 profesores que constituirian la muestra
de la investigacion. Se escogieron tres profesores por cada curso de 1.° a
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4.° basico para poder medir el efecto neto de la incorporacién de las TIC
a las unidades didacticas LEM. Los criterios para tal seleccion fueron un
destacado desempefio docente, buenos grados de apropiacion de la
propuesta didactica y un destacado desempefio en el curso de capacita-
cion ofrecido por el proyecto de investigacién, lo cual implicaba ademas
un buen uso de la plataforma virtual. Estos profesores provienen de cinco
escuelas distintas; tres de la regién Metropolitana y dos de la VI region.

Durante el proceso de seleccion de los profesores que constituirian la
muestra de nuestra investigacion, obtuvimos un primer hallazgo
interesante. Sin forzar la busqueda de los profesores de la muestra por
escuela, se obtuvo que estos 12 profesores, escogidos por méritos
personales, se agrupaban en las mismas escuelas. Esto puso de manifiesto
el peso que pueden jugar las condiciones institucionales sobre el
desempefio docente.

Para cada profesor de la muestra, se recogié informacion por medio de
distintos dispositivos e instrumentos, en los distintos momentos de la
investigacion: antes de comenzar la experiencia; durante la realizacion de
la experiencia; después de finalizada la experiencia. Los instrumentos
fueron: entrevista antes de comenzar su participacién en el proyecto;
prueba que media grados de apropiacién de conocimientos matematicos y
didacticos relativos a la ensefianza de las matematicas en el 1.° ciclo
basico; pautas de observacion del proceso de implementacién de las UDD
desde el punto de vista del profesor y de los alumnos; encuestas;
entrevista clinica a docentes de la muestra después de la implementacion;
evaluacion a profesores; evaluacion a alumnos. Se trataba de conocer
muy bien el entorno del profesor, su escuela, sus compafieros, la relaciéon
con los padres, etc. De esta forma, pudimos disponer de informacion rica
y diversa que nos permitié avanzar en la comprension y en la explicita-
cion de la tecnologia didactica de los docentes.

Las observaciones realizadas fueron respaldadas por grabaciones en
video de las clases. Estas se realizaron privilegiando datos que parecian
corresponder, por una parte, a las cuatro categorias que componen una
organizacion matematica y que permiten describir el conocimiento en
construccion y, por otra, a las categorias establecidas por la teoria de los
momentos didacticos para dar cuenta del proceso, poniendo énfasis en la
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utilizacién de TIC por parte de alumnos y profesor. Se recogieron ademas
como informacién complementaria algunos cuadernos de alumnos, los
apuntes del profesor, asi como las respuestas de los alumnos en el
laboratorio y en la prueba de la unidad.

La codificacion de este material se realiz6 a partir de unas categorias
generales preestablecidas, provenientes de la teoria antropolégica. El
analisis del material, una vez codificado, se realiz6 usando técnicas
etnograficas y procedimientos estadisticos convencionales. Los resultados
de los alumnos en los laboratorios y en las pruebas de la UDD se
analizaron tomando en cuenta caracteristicas propias (notas de entrada,
género, edad), y caracteristicas de sus profesores (nivel de capacitacion,
uso/no uso de UDD, etc.) usando modelos jerarquicos que toman en
cuenta la estructura anidada de los datos. Cada instrumento fue validado
determinando su confiabilidad para medir los constructos deseados. A
partir del analisis de los instrumentos, se construyeron indices para
cuantificar el grado de apropiacion en las dimensiones consideradas por
el proyecto, tanto de alumnos como profesores, y el cambio en sus
actitudes. Estos indices permitirdn decidir cudndo se ha logrado una
adecuada apropiacion®, y cuando ha habido un cambio sustantivo de
actitud.

5. Algunos resultados de los andlisis y discusion

Mostraremos aqui algunos resultados obtenidos a partir de nuestros
analisis. Para ello, nos centramos en la unidad didactica digital de 1.°
Basico: Contar y comparar con nameros hasta 20. Analizamos el caso de
algunas profesoras en torno a ciertas actividades de comparacion, en que
la tarea matematica de contar se complica.

5.1. Centrando los analisis entorno a la UDD 1 de Primero Basico
Los tipos de areas matematicas principales de esta unidad son:

Ty: Producir una coleccion con la misma cantidad de objetos que otra
dada

4. Cautelando que los criterios sean consistentes con estadndares tanto nacionales como inter-
nacionales. En particular, se consideraran los estandares de desempefio entregados por el ministerio
de educacidn chileno.
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T,: Cuantificar colecciones y escribir su cardinal
Ta: Comparar colecciones y nimeros
T,: Ordenar colecciones y nimeros

Es importante recordar aqui que las UDD articulan actividades con TIC y
sin TIC. Asi, por ejemplo, una actividad que es central en esta unidad
consiste en ir a buscar en un solo viaje, a la mesa de la profesora, los
gorros de cumpleafios que sean necesarios para que cada nifio invitado al
cumplearios (y que aparecen en la ficha) tenga su gorro. No debe sobrar
ni faltar ningan gorro; se deben traer justo los necesarios. La tarea que
esta detras de esta actividad es la de producir una coleccion equipotente a
otra dada pero no simultaneamente accesible, lo que obliga al nifio a
contar puesto que no puede recorrer a la simple superposicion de objetos.
De este modo, los nifios experimentan la necesidad real del conteo. No
solo aprenderan a contar bajo distintas condiciones (colecciones presen-
tadas en hilera, en forma circular, desordenadas, mezcladas con otras
colecciones), sino que ademas aprenderan cuando es necesario contar.

La actividad que se realiza sin TIC se presenta a los nifios por medio
de la siguiente ficha:

ry

‘ﬁ)’i
" m
SRalal):

Figura 4. Actividad de conteo: los gorros de cumpleafios

La correspondiente actividad con TIC es la siguiente:
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Figura 5. Actividad de conteo utilizando las TIC

Los nifios deben ir a buscar, el mismo modo, en un solo viaje tantos
manteles como sea necesario para que cada mesa tenga su mantel.

La unidad progresa hacia la comparacién de colecciones, primero
disponibles simultdneamente y luego no disponibles simultaneamente de
tal modo que tengan que contar. También deben comparar colecciones
gue estan mezcladas y desordenadas como las siguientes:
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Figura 6. Ficha 7 Figura 7. Ficha 10

5.2. Andlisis de la tecnologia didactica de docentes en relacién a esta
UDD especifica

Centraremos aqui el andlisis y discusion en el caso de una profesora de
primero béasico, que muestra muy nitidamente que las «preguntas de
creador» hacen emerger, al menos de manera mas explicita, la tecnologia
didactica del profesor.

En las tres primeras clases, los alumnos habian resuelto problemas de
contar y de comparacion sencillos. En la cuarta clase empezaban a contar
colecciones desordenadas para luego compararlas (mas de dos colec-
ciones). En la capacitacion, la profesora no mostr6 confusiones en torno a
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las actividades de contar y comparar. En la implementacion, y durante las
primeras tres clases sobre el contar, todo parecia marchar bien. A partir
de la cuarta clase, empezaron a aparecer signos de que la profesora tenia
dificultades para gestionar el desarrollo de algunas actividades de
comparacion, y que no comprendia su sentido, en particular la actividad
correspondiente a la ficha 10.

La profesora concentraba la atencién de los estudiantes sobre
cuestiones formales de la actividad y no sobre la problemética que
suponia responder a la tarea. Asimismo, los nifios mostraban bastante
confusion en clases, y no sabian qué tenian que responder, tal como
muestra la siguiente imagen:

Figura 8. Imagen de nifio realizando una actividad de comparacion en clase

La tarea se complicé en esta ficha: el &mbito numérico es mayor que en
las fichas anteriores, y los objetos estdn mas juntos y méas desordenados.
La profesora preguntd a sus estudiantes «gqué nos complica» y algunos
alumnos respondieron «que hay tres frutas», pero ella no se hizo cargo de
esas respuestas, dejando a los nifios la responsabilidad de explicar lo que
sucedia. Esta clase, y mas en particular esta actividad, no culminé bien.
Después de terminar con la implementacion del proyecto, la profesora
repiti6 esta ficha con sus alumnos, pero nuevamente sin éxito. La
profesora dejaba en manos de los estudiantes resolver los problemas de
esta ficha, pero no por una decision de otorgar un rol al alumno distinto al
tradicional (propone, argumenta, contrasta, etc.), sino a nuestro parecer,
por no disponer de medios y recursos para gestionar un estudio que
avanza hacia respuestas mas adecuadas.
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Al llegar a la cuarta fase del proyecto, cuando debian construir una
unidad didactica que fuera una extension de la ya estudiada e
implementada en clases, la profesora manifestd claramente no compren-
der las actividades de la clase 3, sobre todo la de las «zanahorias y
papas». En la entrevista clinica realizada después de concluido el proceso
de implementacion en el aula, la profesora manifesto lo siguiente:

«Para mi el proceso se divide en dos partes: antes y después de la clase 4.
Fue horrible: no sabia qué hacer en esa clase, los nifios estaban confun-
didos; contaban todas las colecciones usando la misma marca, trataban de
encerrarlos en circulos pero no servia... Al final, después de todo, no me
queria quedar con la sensacion de que me la gand una ficha. Volvi a
repetir esa ficha y a los nifios se les ocurrio pintar las zanahorias, papas y
cebollas, y eso ayudd, pero tampoco respondieron bien la ficha. El
problema era marcar las tres colecciones con distintos tipos de marcas:

cruces, rayitas y circulos...»
Posteriormente, aparecié claramente su dificultad (la cursiva es nuestra):

«Se trata de un problema muy dificil para los estudiantes porque hace una
pregunta, pide dos respuestas y hay tres colecciones. Hay una coleccién
que no sirve porque hay que responder sobre dos, y eso confundié a los
alumnos. [...] Si a mi me costaba, ¢cOmo iba a orientar a los nifios? ;Por
qué este revoltijo? ¢Por qué esas complicaciones?»

La profesora no formula preguntas que los nifios no sepan responder, lo
cual es coherente con su estrategia de ensefianza: preguntas a coro,
respuestas conocidas. Se observa, ademas, que la profesora no profundiza
sobre la tarea matematica y sus grados de complejidad. No se hace
preguntas del tipo: ¢Para qué habra 3 colecciones? ;Por qué esta ficha es
mas dificil que la anterior? Su tecnologia didactica explicita esta a nivel
descriptivo de la accion del nifio, no de lo que esta detras de esa accién y
lo que la hace mas o menos dificil. Este episodio nos revela qué entiende
la profesora por un problema matematico, en particular de comparacion,
y sobre cdmo se puede resolver. En particular, aparece el principio
implicito de que la cantidad de datos se debe corresponder con cantidad
de respuestas solicitadas. Aparecen asi, detras de sus afirmaciones y
emociones, elementos de su tecnologia didactica:
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«Aungue uno no lo quiera, uno es la protagonista.»

«Yo tenia temor a perder el control del curso, que se viera como
desorden; hacerle preguntas a los nifios es muy riesgoso porque se te
desordenan. Ademas, nunca antes habia necesitado hacer preguntas.»
«Dejar espacios a los nifios, no lo sé hacer; menos hacer buenas
preguntas... Me parecia que Enrique hacia magia, justo sabia qué
preguntar a los nifios para que ellos buscaran la respuesta correcta. Yo no
sé hacer preguntas, por Dios que me cuesta.»

«Después de la clase 4 me parecia que lo iba a poder hacer todo. Ya tenia
cierto lenguaje... Se me hizo mas facil después de esa clase. Mi seguridad
es muy importante; una vez la tienes, puedes hacer cambios o
adaptaciones.»

«Yo siempre supe que debia estar en funcién de los nifios y no de mi;
pero no lo hacia. Ahora veo que se puede. Me preocupaba de que hicieran
las cosas, pero no de como las hacian. Pero mi problema es que no sé
hacer preguntas para saber como y por qué las hacen asi.»

«No debe ser lo mejor para ti como profesor, sino lo que es mejor para el
alumno. A lo mejor yo hacia mi funcion, pero no estaba pensando en los
nifios.»

«Participando sobre discusiones, opinar es facil; pero cuando se trata de
tu pega, de tu trabajo, entonces uno es mas isla.»

«Cuando los nifios tienen que sacar los datos de un enunciado verbal les
cuesta mas. Pero, ;qué preguntas hacer para saber si los nifios saben? Me
gustaria saber reconocer, al menos, entre buenas y malas preguntas.»
«Antes lo hacia super mal como profesora y lo sabia, pero lo hacia por
rutina.»

Esta experiencia pone de manifiesto la falta de herramientas que tienen
los profesores para hacer analisis mas complejos y profundos. Esta
profesora solo se queda a nivel de las dificultades técnicas de los nifios,
no de su comprension. No reconoce las distintas condiciones de realiza-
cion de la tarea (lo que es coherente con que no sepa hacer «buenas
preguntas»). Cuando es interrogada por dichas condiciones, en vez de
distinguir tipos de problemas o tareas, ella responde con las técnicas que
usarian los nifios. Este proceder es muy generalizado entre los profesores
de la muestra.
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5.3. Andlisis global de la tecnologia didactica de los docentes

A partir del andlisis de la tecnologia didactica de los doce profesores
observados que participaron en la investigacion, y utilizando los niveles
de codeterminacion didactica® (Chevallard, 2002), hemos levantado siete
temas emergentes que describimos a continuacion.

5.3.1. Falta de herramientas y metodologias docentes para estimular la
reflexion y la argumentacién de los estudiantes

La falta de herramientas de los docentes para estimular la reflexion y la
argumentacion, se observa, por una parte, en la gestion didactica que
realizan mientras implementan las UDD en el aula, donde muestran
dificultades tanto para hacer preguntas que permitan que emerja el
conocimiento matematico, como para generar instancias de sistema-
tizacion de este. En las entrevistas esto se manifiesta cuando los docentes
sefialan cosas del tipo: «me preocupaba saber qué preguntas tengo que
hacer para saber que han aprendido los chicos... me gustaria contar con
un manual con preguntas».

Por lo general esta escasez de herramientas es disimulada por medio
de un recurso bastante habitual entre los profesores de la muestra, que
consiste en deslizar la dificultad hacia los alumnos. Por lo general,
centran el problema en que los estudiantes no tienen la capacidad de
argumentar o explicar un procedimiento (los docentes tienen bajas
expectativas respecto de las capacidades de sus estudiantes). Asi por
ejemplo una profesora sefiala: «Cuando me decian que hay que darle el
espacio a los nifios yo me pregunte si estaran los nifios capacitados para
hacerlo, quizas esa no es la palabra, pero podran ellos decir como lo
hicieron... ;como puedo manejar yo eso, por ejemplo si todos quieren
opinar?» Cabe sefialar que del analisis de los videos de clases, se observa
preocupacion por parte de los docentes por escuchar de los nifios
explicaciones gque contengan una terminologia lo méas cercana posibles a
las unidades didacticas. Esta restriccion se ubica en los niveles mas altos
de la jerarquia, puesto que se relaciona con la forma en que los profesores

5. Los niveles de codeterminacién didactica son: Civilizacién < Sociedad <
Escuela <> Pedagogia <> Disciplina <> Dominio <> Sector <> Tema <> Cuestion
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heredan la manera en que la escuela interpreta lo que es la ensefianza, y
con ello el aprendizaje, en general, y en particular el aprendizaje de las
matematicas.

5.3.2. Cambio de paradigma en relacion a la gestion de la ensefianza de
las mateméticas, como producto de su participacion en el proyecto

En general se observa un cambio en la forma de concebir y plantear las
actividades a los estudiantes. Antes de participar en el proyecto, segun lo
que expresaron en las entrevistas, la mayoria de los profesores
desarrollaban sus clases basandose en el libro de texto proporcionado por
el Ministerio de Educacién, y planteaban actividades a los estudiantes que
previamente habian sido resueltas por ellos frente al curso, de tal modo
gue los alumnos no tuviesen dificultades en resolverlas. Con el proyecto,
los docentes estaban Ilamados a cambiar aspectos de su gestion habitual
en el aula, y generar los espacios para que los estudiantes buscasen sus
propios procedimientos para resolver las tareas planteadas. Esto produjo
un quiebre en sus concepciones, tal como ellos mismos lo sefialaron, y
con ello emergieron nuevos elementos de su tecnologia didactica. En
efecto, asociado a este quiebre aparecié un cierto temor frente al «riesgo
de pérdida del control» al generar dichos espacios y brindar protagonismo
a los nifios en el desarrollo de la clase. La mayoria realizé enfaticamente
afirmaciones del tipo: «no queria darle espacio a los estudiantes; me daba
miedo que se pudiera perder el controls.

Esta restriccion se ubica en el nivel pedagdgico ya que se relaciona
con la forma en que la escuela interpreta lo que es, o debe ser, la
ensefianza y el aprendizaje de cualquier disciplina, en este caso basado
categoéricamente en el control absoluto del profesor de todo lo que suceda
en el aula.

5.3.3. Cambios de paradigma en relacién a la planificacién de la
ensefianza de las matematicas, como producto de su participacién en el
proyecto

Uno de los aspectos a destacar es la importancia que ahora le brindan la
mayoria de los profesores a los momentos de la clase, que antes del
proyecto no consideraban. Por ejemplo, una profesora sefiala:
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«Con el proyecto los nifios saben que hay tres tiempos en la clase, y yo
también. Se toman su tiempo, saben que en el momento de cierre viene la
fundamentacién. El inicio es cuando uno presenta el objetivo, que vamos
a ver hoy dia, se retoma un poco la clase anterior. EI momento de
desarrollo es la tarea en si, es cuando esta elaborando, trabajando y uno se
da los espacios para saber como lo esta haciendo, y después recogemos de
qué forma se hizo, cudl es la mas factible... qué vamos a hacer, qué

estamos haciendo y lo que hicimos.»

Por lo general reconocen ahora que para que el conocimiento matematico
emerja en manos de los estudiantes, se deben realizar buenas preguntas.
Y para ello se debe tener una visién amplia y profunda del contenido
matematico en estudio, lo que antes no era tan claro para los docentes.
Por lo general ellos dicen que antes consideraban que con el conoci-
miento basico que aparece en el curriculo era suficiente para hacer buenas
clases. Ademas, antes del proyecto, los temas matematicos importantes,
por ejemplo de 1.° basico, se acotaban a la secuencia numérica y el contar
en la planificacion. Después de su participacion en el proyecto, sus
planificaciones consideraban otros aspectos, complementarios a los
anteriores. Una profesora de este nivel de ensefianza sefiala: «Es impor-
tante que los nifios aprendan a enumerar, contar, avanzar, retroceder,
comparar, adicion, sustraccion; antes veia muy poco de todo esto...»

Esta restriccion pertenece a los niveles mas bajos de la jerarquia,
puesto que tiene que ver con el grado de alcance y completitud con que
las distintas organizaciones matematicas que comprenden el curriculo
oficial de la disciplina matematica, estdn consideradas en la escuela, y
sobre la articulacién que deberia existir entre ellas. Por lo general los
docentes tienen una vision restringida, rigida y acotada de las OM de
curriculo, heredada de la forma en que la disciplina es entendida en la
escuela.

5.3.4. Falta de conocimientos didacticos para gestionar la realizacion en
clases de ciertas actividades de aprendizaje

La falta de distinciones did4cticas para determinar las condiciones de
realizacion de una tarea sobre el estudio de la relacion de orden en los
naturales en 1.° basico trajo dificultades a los docentes para gestionar
estas actividades con sus estudiantes. Una de las profesoras sefiala que al
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revisar las actividades que debia plantear se preguntd: «;Por qué este
revoltijo? ¢Por qué estos grados de dificultad?... las colecciones
desordenadas... A mi me cuesta entenderlo, seguro que a ellos también.»
Una vez realizada esta actividad, donde claramente los estudiantes
mostraron dificultades para responder a la pregunta planteada en la ficha,
ella se cuestiono la gestion realizada, sefialando: «A lo mejor les costo
porque a mi se me hizo dificil... quizas por la forma como la presenté.»
Una vez terminada la implementacién de la UDD, la profesora vuelve a
presentar la ficha a los estudiantes, tratando de buscar otra estrategia, y
sefiala: «Volvimos a hacer esta ficha porque yo no habia quedado
conforme, a ellos no le quedo claro y a mi no me quedé claro si lo habian
entendido.»

Esta restriccién se relaciona con que, para los docentes, es suficiente
conocer aspectos matematicos del contenido que deben ensefiar, para que
puedan ensefiarlo adecuadamente a sus estudiantes. No reconocen que
deben manejar, a su vez, una organizacion didactica del contenido, que
requiere criterios para ser planteada y gestionada en el aula. Esta
restriccion parte desde los niveles mas altos de la jerarquia pero tiene
repercusiones en los niveles mas elementales de la jerarquia.

5.3.5. Vision de la ensefianza de la mateméatica no centrada en los
alumnos

En relacién a la vision sobre la ensefianza de las matematicas, los
docentes muestran una concepcioén centrada en el profesor como
protagonista del proceso de ensefianza y aprendizaje. Asi, por ejemplo,
una profesora de 1.° bésico, durante la implementacion de las clases, se
mostrd6 muy sorprendida al observar que los estudiantes utilizaban
distintos procedimientos para desarrollar las actividades que ella les
presentaba. Sefial6 que antes de participar en el proyecto solo se
preocupaba de que los alumnos tuvieran bien los resultados, pero en
general era ella misma quien resolvia las actividades en la pizarra.
Manifestd que: «me costod darles espacio a los nifios en la sala de clases...
me sorprendi mucho cuando vi que los estudiantes utilizaban procedi-
mientos distintos.»
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5.3.6. Vision estandarizada y acotada de la resolucién de problemas en
la clase de matematicas

La vision de los docentes sobre el estudio de problemas es rigida y
acotada; por lo general un problema es un «ejercicio» disfrazado de
problema, puesto que por lo general se debe conocer a priori como
resolverlo. La modelizacién no es un proceso que los estudiantes deban
aprender a realizar, puesto que por lo general se conoce a priori el modelo
y solo se trata de «aplicarlo» a una situacion problematica especifica. Una
profesora manifiesta: «yo les digo que tiene que fijarse en los datos, los
datos son los numeros... los datos tienen gque organizarlos, por ejemplo,
si es una resta, el nimero mayor primero.»

Los docentes no ponen de manifiesto un interés para que los
estudiantes busquen estrategias que les permitan relacionar los datos con
la pregunta, por ejemplo el uso de esquemas, tampoco manifiestan la
posibilidad que, por ejemplo, sean ellos mismos quienes formulen los
problemas. Esta restriccion pertenece a los niveles mas bajos de la
jerarquia, puesto que tiene que ver con el tema matemaético y con la
cuestion en estudio.

5.3.7. Importancia del aporte del trabajo colaborativo (entre pares)

El trabajo colaborativo adquiri6 fortaleza para los docentes en dos
aspectos: la reflexién pedagogica conjunta y la planificacién. Respecto al
primero podemos sefialar que con el proyecto los profesores de la escuela
comenzaron a reflexionar sobre la implementacion de las clases en aula,
ya gue con el proyecto tuvieron la posibilidad de estudiar en profundidad
la unidad que iban a aplicar y por tanto tenian un mayor conocimiento
para discutir lo que ocurria en la sala de clases. Los docentes sefialan que
hay tres factores que propiciaron este intercambio de experiencias: la
observacion con retroalimentacion, la grabacion en video de las clases, y
la incerteza de como reaccionarian los estudiantes. Comienzan a intere-
sarse sobre el tipo de preguntas que van a plantear a los estudiantes, sobre
cémo daran las instrucciones para una actividad, etc. En relacién al
segundo aspecto, la planificacion de la ensefianza comienza a tener otro
sentido para los docentes, y se organizan con el resto de profesoras del
nivel para planificar en conjunto cada subsector.
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Los profesores partieron en el proyecto con una vision individualista
de la tarea de ensefianza. Cada profesor debia planificar el proceso de
ensefianza esencialmente solo, con algin tipo de interaccion con otros
docentes. Esta restriccion, de orden superior en la jerarquia, ignora que el
profesor esta muy lejos de poder actuar en soledad.

6. A modo de conclusiones preliminares

El recorrido de investigacion seguido hasta el momento nos ha ido
permitiendo obtener algunas comprensiones. La primera tiene relacién
con la importancia de conocer en profundidad el sistema que es sujeto de
la investigacion: los profesores, su cultura 0 més bien sus culturas, sus
condiciones y restricciones, su relacion con la escuela, con los padres,
etc. La entrevista inicial realizada a los profesores dista enormemente en
términos de comunicacién de ideas y especificidad de la entrevista final.
Esto pone de manifiesto, a su vez, la importancia de tener distintas
fuentes de informacion para poder cruzar, contrastar y validarlas; las
observaciones de clases y las producciones de alumnos no son sufi-
cientes.

Los dispositivos que indagan la tecnologia didactica de los docentes a
partir de cuestiones ocurridas en clases, en relacion a un proyecto
conocido y analizado por los investigadores, nos han resultado fecundos.
En este sentido, la plataforma virtual exigié en muchos casos explicita-
ciones de los docentes sobre cuestiones no reflexionadas por ellos,
dejando huella.

En esta trayectoria también nos hemos visto enfrentados a una gran
tentacion: identificar elementos de la tecnologia didactica a partir de un
razonamiento légico del investigador que interpreta lo que el profesor
dice sobre lo que hace, mirando desde el investigador y no desde el
profesor. Hay que entender su tecnologia, no la que nosotros creemos
que es.

Finalmente nos gustaria sefialar, a modo de reflexion final, que
durante varios afios hemos estado a cargo de ofrecer a profesores formas
de ensefar las matematicas, organizaciones didacticas y organizaciones
matematicas, inspiradas en los principios de la teoria de situaciones
didacticas y de la teoria antropoldgica de lo didactico. En esta signifi-
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cativa experiencia hemos encontrado que cuando los profesores no
incorporan a sus praxis la tecnologia y teoria didactica que acompafian las
praxis que les proponemos, las cosas no funcionan bien. El profesor no
puede hacer gestos técnicos sin tecnologia. La Estrategia LEM nos ha
mostrado después de seis afios de implementacion que los profesores,
cuando no se apropiaron de las tecnologias de las organizaciones
didacticas ofrecidas, han degenerado dichas organizaciones, construyen-
do una tecnologia alejada, en muchos casos, de la original. Debemos
proponer a los profesores tecnologias que ellos puedan aceptar y més
tarde integrar. Eso supone comprender muy bien la que ellos tienen, no la
que nosotros creemos que tienen.
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Résumé. Cet article présente des résultats empiriques relatifs au changement de
position des étudiants devant des taches de calcul de limites. Les étudiants se
comportent en effet comme des sujets respectueux des normes de ’institution
lorsque la tache est jugée par eux normale, mais ils se transforment en « sujets
cognitifs », responsables de leurs discours théoriques, dés lors que la tache leur
apparait non routiniére. Leur activité est analysée en utilisant la notion de
praxéologie issue de la théorie anthropologique du didactique, ainsi que des
notions relatives au fonctionnement des institutions et développées en sciences
politiques.

Resumen. Este trabajo presenta evidencia empirica de cémo el posicionamiento
de los estudiantes frente a tareas del tipo «calcular el limite» cambia de
estudiantes que se comportan como sujetos de la institucién —ateniéndose a las
normas— a estudiantes que se comportan como sujetos cognitivos responsables
por sus discursos teoricos, cuando las tareas cambian de rutinarias a no
rutinarias. La actividad de los estudiantes es analizada utilizando la nocion de
praxeologia de la teoria antropolégica de lo didactico, que se complementa con
un marco teérico para el analisis institucional desarrollado en ciencias politicas.

Abstract. This study presents empirical evidence about the positions of students
faced with limit finding tasks in calculus: when they regard the task as a normal
one, they behave like norm-abiding subjects of the calculus institution; they shift
to behaving like “cognitive subjects”, responsible for their theoretical discourse,
when the task is deemed non-routine. Students’ activity is analysed using the
notion of praxeology provided by the anthropological theory of the didactic,
together with notions on the functioning of institutions framed by political
science.
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1. Introduction

The purpose of this paper is twofold. On the one hand, the research aims
at showing that while students’ technological and theoretical discourses
(in the sense of the components of the theoretical block of a praxeology)
that support routine-practical blocks seem to be strongly influenced by
institutional norms, the corresponding discourses supporting non-routine-
practical blocks do reflect mathematical thinking. On the other hand, the
analysis aims at showing that combining the Anthropological Theory of
the Didactic (ATD; Chevallard, 1999, 2002) with a framework for
institutional analysis meaningfully contributes to the understanding of
students’ behaviour in an institutional setting.

This paper presents partial results of a research project aimed at
investigating the influence of institutional practices on students’ and
instructors’ perceptions of the knowledge to be learnt about limits of
functions in a large, multi-section calculus course in a North American
college. Other partial results of this research have been presented in
Hardy (2009a, 2009b).

Nowadays in North America there are large post-secondary
educational institutions in which enrolment in a calculus course can
surpass 250 students and even double this number. On a given semester,
there can be 10 or more sections of one calculus course taught by at least
5 different instructors. The structure of these institutions has called my
attention on the existence of practices that occur outside the classroom
and that may have a strong influence on didactic phenomena; practices
such as those related to preparing the course outline, choosing a textbook,
preparing the final examination by a committee of instructors, studying
for the final examination by students, etc. In the college studied in this
research, some of these institutional practices emphasise certain
mathematical tasks making them routine. My focus is on tasks related to
the topic limit of functions, routinised by their repetitive occurrence in
the final examinations. Reports on the (negative) effect of the
routinisation of tasks—in textbooks and in the classroom—on students’
learning, can be found, for example, in Lithner (2004) and Selden,
Selden, Hauk, and Mason (1999). The absence of theoretical content or
the dissociation between theoretical discourses and technical discourses
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in relation to the topic limits of functions has been reported by different
authors. For example, Barbé, Bosch, Espinoza, and Gascon (2005) report
on the absence of a theoretical block in the knowledge to be taught about
algebra of limits in Spanish high schools; they analyse how this absence
imposes didactic constraints on the teachers’ practice. The work of
Lithner (2004) and Raman (2004) shows that in many calculus textbooks
intuitive ideas about limits, the definitions and techniques to find limits
are presented in different self-contained sections and that links among
these sections are often absent. In Hardy (2009a) | study some of the
possible effects that the routinisation of tasks and the absence of
theoretical content in instructors’ models of the knowledge to be learnt
might have on students’ praxeological organisations to deal with limit
finding tasks. The analysis carried out in the present paper seems to stress
the negative effect of the routinisation process and of the absence of
theoretical discourses in instructors’ expectations of students’ perfor-
mance.

Individuals may behave different in different contexts and in front of
different tasks. One could say that an individual behaves as a cognitive
subject when he or she behaves as a scholar seeking the truth, he or she
wants to know for the sake of knowing—in brief, he or she behaves as a
Homo sapiens. But if we do not take into account the fact that the learner
is not only Homo sapiens, but also Homo economicus and Homo
institutionalis, then his or her behaviour may appear inconsistent to us.
Understanding the different positions that individuals may take in a
certain context and in front of a given task, and the reasons of him or her
being at this position is key for our understanding of teaching and
learning phenomena as they occur in institutional settings. In the present
research | have found that while students dealing with the typical tasks
proposed to them by the institution seem to behave as institutional
subjects who rely on the institution’s responsibility towards the validity
of knowledge (Hardy, 2009a), students dealing with non-routine tasks
seem to behave as cognitive subjects, interested in mathematical know-
ledge per se and preoccupied by consistency and theoretical explanations.
Hence, it is not that the students are unable to behave mathematically; it
is that the institution does not provide them with the opportunity to do so.
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To analyse the differences between students’ behaviour in front of
routine and non-routine tasks, | conducted 28 interviews with students
who have successfully completed a calculus course. Students’ perfor-
mance in the interview seems to support the conjecture that when dealing
with routine tasks (or any task that resembles a routine task), students’
choices of techniques are based on what the institution emphasises as
normal behaviour. Non-routine tasks, however, seem to help students in
taking the position of cognitive subjects responsible for their theoretical
explanations. In both cases, students’ activities are described in terms of
praxeological organisations; | have tried to capture the differences
between them complementing the notion of praxeology with the notions
of norms, rules and strategies and the notion of position in an institution,
provided by the “Institutional Analysis and Development” framework
(IAD; see Ostrom, 2005).

The combination of ATD and IAD has already been used in
Sierpinska, Bobos, and Knipping (2008) in a study of students’ frustra-
tion in prerequisite mathematics courses at the university level, and in
Hardy (2009a, 2009b) in studying students’ and instructors’ perceptions
of the knowledge to be learnt about limits of functions at the college
level.

This paper is structured as follows. In the next section | present my
theoretical framework; in particular, | present the notions of rules, norms,
strategies and position developed in IAD, and explain how | have
combined these with the notion of praxeology developed in ATD.
Relevant features of the college institution and the calculus course
studied in this paper are also presented in the next section. The
methodology is presented in section 3. Results and their analysis are in
section 4. The paper ends with a discussion of the results and some
conclusions.

2. Theoretical framework

The main components of ATD and in particular the notion of praxeology
have been thoroughly presented in several recent papers and thus | do not
go through them here (see, for example, Chevallard, 2002; Barbé, Bosch,
Espinoza & Gascon, 2005; see also Hardy, 2009a).
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In my research, the notion of praxeology provided me with a structure
to study the epistemological nature of students (mathematical) activities
as they occur within an institution. To study the institutional status of
these activities, however, the incorporation of some elements of the IAD
framework proved to be useful. In particular, I am interested in under-
standing the mechanisms that regulate institutional (mathematical) activ-
ity and the relation between these regulatory mechanisms and students’
construction and appropriation of mathematical knowledge.

According to the IAD framework, an institution is an organisation of
repetitive human interaction whose aim is to achieve certain goals
(Ostrom, 2005). The institution defines who its participants are and what
mechanisms will regulate and make possible the accomplishment of the
goals.

In the framework of the educational system considered in this paper,
students finish high school at the age of 16 and have to attend a two-year
college program in order to be entitled to university studies. The high
school curriculum does not include calculus; students take a calculus
course for the first time at college level. In the college studied in this
research, calculus is taught as a multi-section course. In particular, in the
studied semester, there were 19 sections taught by 14 different instruc-
tors. There is a common outline, prepared by a committee appointed by
the mathematics department, a common textbook, chosen by a textbook
committee appointed by the mathematics department, and a common
final examination prepared, administered and corrected by a committee
made of all the instructors teaching the course. The teaching of calculus is
an institution in itself, which I call College-calculus institution. It is
linked to some supra-institutions such as the department of mathematics,
the science committee, the ministry of education, and to some sub-
institutions such as the curriculum committee, the classrooms, the final
examination committee, etc.

Taking into account the existence of a common final examination—
that indeed defines a practice since its general structure has not changed
over the years (constants in the questions change but types of questions
do not change)—and that this final examination is the only practice
enforced by the College-calculus institution (midterms, assignments and

353



Nadia Hardy

practices in the classroom are the section instructors’ business), | could
characterise the College-calculus institution’s practices about limits by
looking at the types of tasks related to limits of functions proposed over
the last seven years (2002-2008) and their model solutions available in
the textbooks and in the so-called “correction sheets” for the final
examinations, written by teachers and made available to students. All
problems related to limits in the final examinations are of the “find the
limit” type. The model solutions contain no theoretical justifications or
proofs of validity. Instructors are free to provide theoretical justifications
of the techniques in their lectures, but they cannot require students to
provide such justifications in the final examinations. Therefore, while
instructors’ classroom practices could be modelled with complete
mathematical praxeologies, containing both the practical and the
theoretical blocks, the final examination practice, which defines, for
students, the knowledge to be learnt, must be modelled with praxeologies
containing only practical blocks: types of tasks and techniques for solving
them. The praxeologies corresponding to these problems are described in
Hardy (2009a).

2.1. Routine and non-routine practical blocks

I call routine tasks and routine techniques those belonging to any of the
practical blocks routinised by its repeated occurrence in the final
examinations. Non-routine tasks are those that have not appeared in the
final examinations of the past seven years. Among the non-routine tasks,
I distinguished those that strongly resemble routine tasks but differ from
them on the conceptual level from those that are easily recognised by the
students as non-routine. For example, a routine task in the final
examinations is to find the limit at a constant of a rational function that
assumes the 0/0 indeterminate form; in such a case, the polynomials in
the numerator and denominator are easily factorable using a standard
school-algebra technique, and the value of the limit is a constant (e.g.,
lim 2)(2—_4). A task with a similar setting but in which the value of
Xx>2 X° —X—2
the limit is infinity or does not exist is a non-routine task that strongly
) x? —4

resembles the routine task just described (e.g., lim ——————). A limit
x—>2 X° —4X+ 4
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finding task involving non-algebraic functions, for example, are
essentially non-routine and are easily recognised as such by the students.

2.2. Rules, norms and strategies

The IAD framework distinguishes three mechanisms that regulate human
activity within institutions: rules, norms and strategies. Rules are
explicitly stated by a recognised legal authority and their violation carries
a sanction: “You have to do so and so, if not so and so will happen to
you.” Norms are implicit and are part of the moral fabric of the
institution—they refer to custom and tradition; they do not carry (legal)
sanctions and they cannot be (legally) enforced. Strategies refer to
courses of action to be taken by a participant of an institution to achieve
certain goals. Because an institution is an organisation of repetitive
interaction, participants of an institution get to learn the norms and the
strategies by observing patterns of interactions and their outcomes.

Mathematical activity in institutions is also governed by rules, norms
and strategies. Axioms or logical connections can be understood as rules
whose violation leads to contradiction (the sanctions). Mathematical
techniques can be understood as strategies to accomplish a certain goal
(proving a theorem, finding a limit, etc.). Etiquette in writing papers
follows norms; the elegance of the writing, however, cannot replace the
validity of a proof.

The main contribution of combining these elements with the notion of
praxeology is to provide a framework to investigate the mechanisms that
regulate students’ and instructors’ construction of the praxeologies: how
tasks are classified into types of tasks, how techniques are chosen, and
what the sources of explanatory discourses are.

2.3. Positioning

Participants of an institution are assigned—or assign themselves—to
different positions. Positions are the anonymous slots into and out of
which participants can move (Ostrom, 2005, p. 40). A position carries in
its definition “the set of authorized actions and limits on actions that the
holder of the position can take” to achieve a certain goal (p. 41).

In my research, | have identified two positions that students can take
in the College-calculus institution and that correspond to two of the four
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positions identified by Sierpinska et al. (2008, p. 291) in their study of
students’ frustrations in pre-requisite mathematics courses. These are
“Student” and “Learner”’. In the position of “Student” a participant
abides by the rules and norms of the College-calculus institution
addressed to its students; in particular, he or she studies because there is a
test coming, not out of disinterested curiosity or passion for the subject. A
student takes the position of “Learner” when he or she behaves as a
cognitive subject interested in knowing calculus; his or her goal in the
institution is to learn.

I have characterised students’ positioning by analysing their theor-
etical discourses—how they explain their choices of a technique, how
they support these techniques, and how they justify the validity of these
techniques; i.e., by analysing the theoretical blocks of the praxeologies
they have built.

3. Methodology

To study students’ behaviour in front of routine and non-routine tasks |
conducted, in the 2008 winter semester, 28 interviews with college level
students who had successfully passed a calculus course in the 2007 fall
semester. Procedures regarding subjects’ recruitment and their distribu-
tion with respect to the teachers are thoroughly explained in Hardy
(2009a, 2009b). Interviews were task-based; this type of methodology is
described in Goldin (1997).

Interviews consisted in a one-hour, one-to-one encounter with the
subject and the protocol included a variety of tasks related to limits
(classifying limit expressions, finding limits, finding limits from graphs,
and graphing functions). In this paper I discuss some striking differences
in students’ behaviour when dealing with two of the limit finding tasks.
These tasks—to be called from now on Task R and Task NR—consisted
of finding limits that strongly resemble routine tasks but differ from them

1. The other two positions identified by Sierpinska et al. are that of a “Person” and that of
a “Client” (2008, p.291); it might well be that these positions are available in the
institution | have studied; none of the interviewed students, however, seemed to have
occupied one of these two positions while dealing with the tasks proposed in the
interviews.
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on the conceptual level and of finding limits that were easily identified by
the students as non-routine, respectively. Students were asked to think
aloud while working on both tasks. When they were finished, | asked
them questions about their calculations, failed attempts, answers, etc.

The choice of problems in Task R is justified in Hardy (2009a). While
problems in both Task R and Task NR are non-routine, problems in Task
NR are essentially non-routine in the sense that they are non-routine and
they do not resemble routine tasks. The functions involved (cosine and
exponential) are different from the standard functions that students are
given when asked to find limits in the final examination. Nevertheless,
the interviewed students were taught, at some point in their pre-calculus
and calculus courses, the graphs of cosine and exponential functions. In
addition, techniques to conjecture the value of a limit by means of a
calculator and reading limits from graphs are listed in the course outline
of calculus. This is to say that, though problems in Task R and NR are
non-routine, the calculus course includes techniques that can help
students to guess or conjecture the proposed limits. Task NR has a double
purpose: on the one hand, it serves as a control of students’ abilities to
combine the different things they have learnt to find limits—as it is
discussed below, students were able to combine different approaches
when dealing with Task NR but they were unable to do so when dealing
with Task R. On the other hand, it allowed me to observe students’
behaviour in front of limit finding tasks that, for the students themselves,
are clearly non-routine.

The results and conclusions presented in this paper are based on an

2
analysis of students’ approach to the problem?® R: find lim X2 _245
Xx—=5 X —

task R, and to two problems in task NR: find lim e cos(x) (NR1) and
X—0

in

find lim e*cos(x) (NR2). As was pointed before, my goal is to compare

students’ behaviour in front of routine and non-routine limit finding tasks.
Problems R and NR1/NR2 serve this purpose because, on the one hand,
while the rational expression in R strongly resembles those appearing in
the final examinations (the limit is taken at a constant that is a zero of the

2. This problem corresponds to problem 2.3 in Hardy (2009a).
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denominator and both polynomials are easily factorable using school-
algebra techniques), none of the routine techniques help in finding the
limit, and on the other hand, the three limits R, NR1 and NR2 can be
found using similar ideas (e.g., graphing, table of values, etc.).

4. Results

In the interviews, students have shown that their choice of a technique to
find a limit is not based on calculus criteria, but on certain aspects of the
functions involved in the limit expressions—aspects that are not relevant
from the point of view of calculus but are made relevant by their normal
occurrence in final examinations. A detailed analysis of students’
performance in problem R is given in Hardy (2009a, section 5). In this
paper | focus on some striking differences between the ways in which
some students approached problem R and the ways in which the same
students approached problems NR1/NR2. In particular, 1 analyse the
behaviour of two groups of students: Group 1, consisting of five students
who stated that they couldn’t remember how to deal with a problem such
as R, and Group 2, consisting of three students who gave an answer for
problem R in the form of a question: “is it undefined?” or “infinity,
right?”.

4.1. Group 1

Students in Group 1 did not consider the possibility of using non-routine
techniques when dealing with problem R—they perceived it as a routine
task and their focus of attention was on trying to remember the right
routine technique. For example, one of the students in Group 1, student
S6, failed to find limit R; he said:

My first reflex was, is always, | put the five here so | saw it was over
zero. [...] Again I factor out but... [...] | can’t remember how to treat it.

When dealing with the essentially non-routine task, however, these
students made use of different techniques, combining graphs with the use
of the calculator and with mathematical notions such as that of “bounded
function”. For example, student S6 succeeded in finding the limit NR2;
first he said that the value of the limit was the same as the one he gave for
NR1 (infinity), but, after | made a brief intervention, he found the correct

358



Students’ praxeologies of limit finding tasks

limit by reasoning about the behaviour of the two functions involved in
the expression and their product. Our exchange was the following:

I: What about e to the x? [My intervention.]

S6: Oh, no, it would all go towards zero, yes, that’s true. e to the x would
be closer and closer to zero. So this would go towards... but I do not know
how to treat the cos in that situation. | know this goes towards zero [for
the exponential function] and cos... Because even if this is going towards
zero, if my cos is getting bigger and smaller... but it is always the same
sequence multiplied by that, | guess | could assume it is going towards
zero.

He even made the non-trivial reflection that, if a function is going
towards zero and it is multiplied by a function that is getting bigger and
smaller, that does not guarantee by itself that the limit would be zero. He
convinced himself that the limit was zero when he realised that the
behaviour of cosine was “always the same sequence”.

Two students in Group 1 spontaneously thought about using the
calculator to deal with problems NR1/NR2 but they did not consider this
possibility when dealing with problem R—in front of which they froze
just stating “I am stuck™ or “I am not sure [what to do]”.

Furthermore, one of the students, after using the calculator to
conjecture the value of limits NR1/NR2, tried to support her conjectures
by means of mathematical arguments. Her reasoning went along the
following line: because the cosine function is bounded, what matters for
the limit is the behaviour of the exponential function.

4.2. Group 2

The students in Group 2 provide an answer for problem R in the form of a
guestion but they did not feel compelled to justify or further explore their
conjectures. The same students, however, when dealing with task NR,
were not satisfied with just stating a conjecture; without being prompted
to do so, they tried to justify it. For example, when given problem R,
student S21 said: “Could it be undefined?” When given problems
NR1/NR2, however, he said:

Well, there’s an e that would keep growing. Cosine goes between one and
negative one. Well, the cosine you can’t really find it, it keeps going up
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and down so the limit does not exist.... I think the limit... Well, since cos

is either one or negative one it would be positive infinity or negative

infinity. But since it is to infinity, it can’t really exist.
Student S12, when given problem R, said “Infinity, right?”” and did not
display any further interest in the problem. When given problem NR1,
she also formulated her answer in the form of a question: “Can’t you say
it is just infinity?” However, she immediately continued, trying to justify
her statement:

Ok, so this is infinity and cos of... Can’t you say it’s just infinity?

Because this is infinity and cos is... bounded; so infinity.
To deal with problem NR2 she spontaneously started using her calculator
to conjecture the value of the limit. The third student in Group 2, who had
also answer problem R with a question and no further justification, when
given problems NR1/NR2 said:

Oh, ok. Well, this goes to plus infinity [for the exponential function in
NR1], this goes to... plus one, minus one [for the cosine function]. I
could say... because this is plus or minus infinity. Well, my teacher
would say that this limit won’t exist, but | say it’s plus infinity and minus
infinity. And this is of course zero because this goes to zero [the
exponential function in NR2] and this [the cosine function] is plus one
and minus one, this [the exponential] goes very rapidly to zero, so you
don’t care if it’s minus one or plus one. [He drew a very good sketch of
the function f(x) = e* cos(x).]

5. Discussion and conclusions

Independently of their performance, all students recognised problems
NR1/NR2 as non-routine. Their discourse related to this recognition was
based on unfamiliarity: they claimed that these were problems that they
have not often (or ever) done (“I don’t remember doing limits with €,
“Do we cover this in Calculus 1?”). In this sense, I surmise that, in the
most general setting, students immediately classify tasks they are
confronted with into two types: familiar tasks and unfamiliar tasks. The
set of familiar tasks contains the set of routine tasks and those that
strongly resemble them. The set of unfamiliar tasks contains those
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problems they think they have never seen or done before. These two
types of tasks define two different praxeologies related to limit finding
tasks: a familiar or routine praxeology, and an unfamiliar or non-routine
praxeology. The features that guide the classification of tasks, however,
are not based on criteria characteristic of calculus. To distinguish familiar
from unfamiliar tasks, interviewed students appeared to focus on the
function of which a limit was being taken: if the function is a rational
function (or a function involving square radicals), then it is a familiar
task, otherwise it is an unfamiliar task. Among familiar tasks, they
distinguish tasks in which the polynomials involved are ‘“easily”
factorable from tasks in which the polynomials are not “easily” factorable
(see Hardy, 2009a, section 6). Criteria typically belonging to calculus
such as whether the limit is taken at a constant or at infinity, types of
indeterminate forms, existence of the limit, etc., were not considered as
classifying features.

Techniques to accomplish familiar tasks are those they have learnt in
the context of accomplishing routine tasks: factoring and cancelling
common factors, substitution, and rationalisation. To accomplish
unfamiliar tasks, it is clear to them that none of the routine techniques
apply; this fact seems to trigger the use of other techniques they have
learnt: making tables of values, graphing, studying the behaviour of the
involved functions separately, etc.

My research findings (Hardy, 2009a) show that students’ techno-
logical discourse when dealing with familiar tasks refers to what’s
normal in the institution. Interviewed students supported their use of a
technique to deal with a familiar task (such as problem R) by saying: “We
do this because that’s what we usually do under the circumstances”
(Hardy, 2009a, section 6). The corresponding theoretical discourse seems
to be absent. It is my conjecture that in the praxeology corresponding to
unfamiliar tasks, the justification of the technique (the technology) is that
routine techniques do not apply to these problems—for example, the
expressions cannot be factored or rationalised—and therefore one must
resort to unorthodox means. This justification is a cognitive norm. On the
theory level, the students made use of mathematical rules (e.g., the limit
of a bounded function multiplied by a function that tends to zero is zero),
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and mathematical strategies (e.g., making a table of values to conjecture
the value of a limit).
The following table summarises the analysis above:

Practical Blocks Theoretical Blocks

Types of Techniques Technology Theory
tasks

Familiar Techniques that apply | This is what we | Absent
to routine tasks: usually do
factoring, cancelling under the
common factors, circumstances
substitution,
rationalisation, etc.

Unfamiliar Unorthodox Routine Based on
techniques: graphing, | techniques do mathematical
making tables of not apply to rules and
values, studying the these problems | strategies
involved functions
separately, etc.

Classification of tasks and choice of Discourse

techniques based on institutional (non- | based on

mathematical) norms institutional
(non-
mathematical)
norms

Table 1. Students’ praxeologies to deal with familiar and unfamiliar tasks

Students in Group 1 perceived limit R as a routine task and could not
overcome the fact that the typical techniques that apply to routine tasks
did not seem to work in this case. They claimed that they did not
remember how to deal with a limit of this kind or that they could not see
how to use the standard techniques. Though being unable to find the
limit, they did not consider the possibility of using non-routine
techniques. Nevertheless, when given the essentially non-routine tasks,
they proved to have other resources to deal with limits; they either
spontaneously thought of using the calculator, or they reasoned about the
behaviour of a function from the behaviour of its factors. Unfamiliar
tasks seem to trigger the recovery of knowledge that has been hindered
by the routinisation process.
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Students in Group 2 solve problem R by stating a question, e.g.,
“Infinity, right?”, and not showing any further interest in the problem.
When given problems NR1/NR2, however, their answer-solution was
followed by an explanatory discourse, e.g., “Infinity, right? Because so
and so...”

In the studied college, instructors’ model of the knowledge to be learnt
about limits is compounded only of practical blocks. Fragments of
corresponding theoretical blocks, however, do form part of the knowledge
to be taught as defined in curricular documents by the College-calculus
institution (Hardy, 2009b). This, together with the institutional context,
suggests two different explanations of why students, when dealing with
tasks that they relate to those exemplifying the knowledge to be learnt
(familiar tasks), provide a solution without justification, but when dealing
with an unfamiliar task, they do try to justify their statements. On the one
hand, it might be that when dealing with familiar tasks, students just
“copy” the format of solutions expected in the final examinations: a
solution without any justification. When dealing with unfamiliar tasks,
however, they have to search for an approach that belongs to the
knowledge they have been taught, and in that type of knowledge,
theoretical justifications do exist. On the other hand, it might be that
when dealing with familiar tasks, students rely on the authority of the
institution—it is the institution, embodied in the persons responsible for
the knowledge to be taught and learnt, and in the official documents and
texts, and not the students, who is responsible for the validity of this
knowledge. Theory in the mathematical sense is not the students’
responsibility (Chevallard, 1985, p.75). Unfamiliar tasks, however,
might be identified by the students as “outside” the jurisdiction of the
institution; theoretical explanations and consistency is indeed a concern
and students take responsibility over them. These two possible
explanations are not mutually exclusive; they might complement each
other in explaining students’ behaviour in front of routine and essentially
non-routine tasks.

Students in Groups 1 and 2 have shown (different forms of) normal
behaviour when dealing with familiar tasks: abiding by the norms of the
institution, not going any further than what they believe is expected from
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them. This suggests that, when dealing with familiar tasks, students’
positioning was that of “Students”. When dealing with essentially non-
routine tasks, however, they behaved as cognitive subjects and they based
their explanatory discourses on mathematical rules and strategies—they
combined different techniques to tackle a problem, thinking “outside the
box” and providing theoretical justifications. In other words, students
positioned themselves as “Learners”.

Institutions vary substantially in the degree to which participants
control their own entry into or exit from a position. Questions that arise
from this are, on the one hand, about the degree of freedom that students
have to enter or exit a position; and, on the other hand, about whether
there are particular actions that can be taken, by the different institutions
taking part in the didactic phenomena, to favour students taking the
position of “Learners”.

Balacheff (1999) points out the difference between the norms in a
didactic contract, which act locally, in relation to a particular classroom
activity, as a temporary didactic strategy, and the more permanent
normative mechanisms of classroom custom. A question that arises from
this distinction is how these different types of norms complement each
other (or crash together) in shaping students’ (and instructors’) behaviour
in the classroom. The norms discussed in this paper are of the second
type; they refer to custom and tradition in the College-calculus institution.
Students’ performance in the interviews shows that these are the norms
that regulate students’ behaviour when facing the typical limit finding
tasks proposed by the institution.

In the interviews, the introduction of non-routine tasks seemed to act
as a disruptive element, breaking the norm, and thus creating a space for
creativity and requiring explicit theoretical justification.

In my research, ATD provided me with a framework to characterise
the different types of knowledge taking part in the process of didactic
transposition and the epistemological nature of students’ and instructors’
practices—relating to limits of functions. An analysis in terms of
praxeologies shows precisely what types of tasks the participants identify,
what are the techniques they choose to accomplish the tasks, and what
their explanatory discourses are. The notions of norms, rules, strategies,
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and position, defined in 1AD, allowed me to identify and analyse the
(institutional) sources of students’ behaviour in those practices and to
attempt an explanation of students’ different attitudes towards math-
ematical knowledge. This analysis, in terms of the mechanisms that
regulate human behaviour in institutions, contributes to the understanding
of how and why participants classify tasks, choose techniques, and
provide explanatory discourses. It is in this sense that the combination of
ATD and a framework for institutional analysis can contribute to our
understanding of didactic phenomena occurring in institutions.
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Abstract. In this paper we analyse part of the documents produced by the noosphere
related to the tasks concerning the theme Triangle: constructions. We focus on the
levels of 6™ year primary school, level 2 and 7" year of secondary education, level 3.
In all the cases the nature of the geometric activities appearing in the mathematical
organisation taught is clearly “showing”. We conclude that school provides students
with its own school mathematics, as each institution puts forward different, usually
incomplete, mathematical organisations, with respect to the construction of triangles.
The true mathematical discipline, and more particularly the way of thinking typical
of geometry, is thus hidden.

Résumeé. Dans ce travail nous analysons quelques-uns des documents produits par la
noosphere a propos des taches relatives au theme Triangle : constructions, en nous
centrant sur les classes de 6° et 7° années de 1’école générale (niveau 2-Primaire et
3-Secondaire respectivement). Dans tous les cas, les activités géométriques qui sont
proposées lors de 1’enseignement de cette organisation mathématique ont un
caractére nettement « monstratif ». Nous mettons en évidence que 1’école met a la
disposition des éléves sa propre mathématique scolaire et que chaque institution
propose des organisations mathématiques différentes, généralement incompletes,
autour de la construction de triangles. La discipline mathématique véritable, en
particulier celle qui est propre a la géométrie, se retrouve alors occultée.

Resumen. En el presente trabajo analizamos una parte de los documentos producidos
por la noosfera y relacionados con las tareas en torno al tema Triangulo:
construcciones. Nos centramos en los niveles de 6° afio de Escuela General Bésica
Nivel 2-Primaria y 7° afio de Escuela General Basica Nivel 3-Secundaria. En todos
los casos las actividades geométricas que aparecen en la organizacion matematica
ensefiada tienen un caracter netamente «mostrativo». Concluimos que la escuela
proporciona su propia matematica escolar ya que en cada institucion se proponen
organizaciones matematicas distintas, habitualmente incompletas, en torno a la
construccidn de triangulos. Se esconde asi la verdadera disciplina matematica y, en
particular, el modo de pensar propio de la geometria.
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1. Introduccién

En el presente trabajo analizamos una parte de los documentos que
produce la noosfera relacionados con el tema «Triangulo: construc-
ciones», focalizado en 6° afio de Escuela General Bésica Nivel 2-Primaria
y 7° afio de Escuela General Bésica Nivel 3-Secundaria. Para ello inda-
gamos los disefios curriculares jurisdiccionales y las tareas propuestas
tanto en los libros de texto utilizados por los estudiantes como en sus
carpetas. Esto nos ayuda a concebir la forma de abordar la construccion
de los triangulos en las aulas, ya que constituye una parte importante de
la organizacion matematica ensefiada.

Tomamos como referencia los resultados del proyecto de investiga-
cion n® 1171 del CIUNSa donde se analiza la segmentacién del Sistema
Educativo de la Provincia de Salta (Argentina) como consecuencia de la
implementacion de la Ley Federal de Educacion, hoy derogada y
reemplazada por la Ley Nacional de Educacion en vigencia, y el estudio
de los documentos curriculares nacionales, jurisdiccionales y provinciales
Ilevados a cabo en el proyecto n® 1494 del CIUNSa (Ibarra et al. 2006).
Observamos que el tema «Construccion de tridngulos» se presenta sin
especificar como complejizar su estudio y sin organizar dicho trabajo en
cada afio de escolaridad obligatoria.

A partir de los diferentes fenémenos que fuimos distinguiendo en las
actividades desarrolladas por los alumnos de 6° y 7° y de las investiga-
ciones realizadas anteriormente, advertimos que el libro de texto es la
guia que adopta el docente para ensefiar geometria. Todo ello nos llevé a
plantear una serie de preguntas que organizaron nuestro trabajo. ;Como
presentan las tareas los autores de los libros de texto? ¢La propuesta se
relaciona con una organizacion matematica de referencia? ¢Es un germen
de problemas la construccion con regla y compas? ;Cuales son las tareas
que disefian y/o seleccionan de los libros de texto los docentes para
ensefar los problemas de construccion con regla y compas?

A fin de empezar a responder dichas cuestiones realizamos el
recorrido siguiente:

(a) Determinacion de la organizacion matematica de referencia para el
tema «Construccion de tridngulos».
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(b) Andlisis de la organizacion matematica a ensefiar, focalizado en el
tema «Construccion de tridngulos».

(c) Analisis de la organizacion matematica ensefiada a través de las carpe-
tas de los alumnos.

2. Marco teorico

Para transmitir conocimientos sobre una cuestion determinada —en esta
ocasion, la construccion de triingulos— se recorre un camino que
empieza en la sociedad, continGa en la escuela, sigue por cierta area den-
tro de una disciplina en la que se estudia la cuestion, por cierto sector
dentro del area y por cierto tema de dicho del sector. Esto hace que en
cada institucion podamos hablar de una geometria escolar. Atendiendo a
ello se realiza el estudio, teniendo en cuenta los distintos niveles de
ensefianza, en nuestro caso en la provincia de Salta, Argentina, nos
situamos en la finalizacion de la escuela primaria e inicio de la
secundaria.

El marco tedrico de la presente investigacion se basa en la teoria
antropoldgica de lo didactico (TAD). Una obra matematica, también
llamada organizacion matematica, nace como respuesta a un tipo de
cuestiones o tareas problematicas y esta formada por elementos técnicos,
tecnoldgicos y tedricos (Chevallard, Bosch & Gascon, 1997). La TAD
establece que las tareas requieren diferentes procedimientos, llamados
técnicas, que permiten dar respuestas a las actividades propuestas. Las
técnicas permiten agrupar los problemas en lo que llamaremos tipos de
tareas.

Para que una técnica pueda existir en una institucion no solo debe dar
respuesta a ciertas cuestiones problematicas sino que también debe
justificarse. Las argumentaciones que se elaboran para describir y
justificar la utilizacion de cada una de las técnicas se denominan
elementos tecnolégicos. Asi como cada técnica se asocia a una tecno-
logia, cada tecnologia se asocia a una teoria. Entonces, una organizacion
matematica consta de cuatro categorias de elementos: tipos de tareas (T;),
técnicas (t;), tecnologias (6;) y teorias (©;).

Diremos, por ende, que estudiar matematicas consiste en construir o
reconstruir determinados elementos de una organizacion matematica para
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dar respuesta a ciertos tipos de tareas problematicas que surgen en una
institucion determinada.

Segun Yves Chevallard, Marianna Bosch y Josep Gascon (1997), los
examenes, las carpetas y los libros de texto son dispositivos didacticos en
la medida en que cada uno de ellos incide sobre la estructuracién y el
desarrollo del proceso de estudio de las matematicas. En consecuencia, el
analisis de los apuntes de los alumnos, de los exdmenes y de las guias de
estudio que el docente estructura, entre otros, constituye una revision del
material empirico de la organizacion matematica ensefiada.

3. Metodologia de trabajo y desarrollo

Partimos de algunos conceptos locales extraidos del marco teérico. En
primer lugar, analizamos la organizacion matematica de referencia que
forma parte del desarrollo curricular del area de la matematica focalizada
en el eje geometria, en el tema «Construccion de triangulos». En segundo
lugar, observamos las caracteristicas de las instituciones, a través de sus
proyectos institucionales, los libros de texto seleccionados —que orientan
la transmision del conocimiento geométrico— y los cuadernos de los
alumnos, que permiten acercarnos al modo en gque aprenden a través de
sus producciones.

Con los elementos tedricos aportados por la TAD y con el propoésito
de generar categorias teoricas a partir de la indagacién de los libros de
texto, organizamos los datos y examinamos los contenidos a ensefiar.

El desarrollo del trabajo se realiza a través de las tres etapas citadas
anteriormente.

3.1. Determinacion de la organizacion matematica de referencia para
el tema «Construccion de triangulos»

El desarrollo de esta etapa requiere un analisis historico-epistemoldgico
gue permita dar cuenta de la complejidad de la construccién de un
triangulo con regla y compaés.

¢Qué teoria sustenta la construccién con regla y compéas de un
triangulo? ¢(Qué definiciones son necesarias y suficientes para la cons-
truccion con regla y compés de un triangulo? ¢;Bajo qué condiciones son
posibles las construcciones con el uso de la regla y el compas? ;Cuales
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son las restricciones emergentes en la construccion de un triangulo con
regla'y compas?

Teorias que sustentan la construccién con reglay compas

En los Elementos de Euclides (Libro I) encontramos definiciones, propo-
siciones y postulados que hacen referencia a la construccion de
tridngulos, que orientan la organizacion matematica de referencia a partir
de la cual organizamos las tareas. Euclides define los triangulos teniendo
en cuenta los lados (Definicion 20) y los angulos (Definicién 21).

— Definicion 20. De los triangulos, el equilatero es el que tiene los tres
lados iguales; isdsceles el que tiene dos lados iguales y uno desigual; y
el escaleno el que tiene los tres lados desiguales.

— Definicion 21. De los triangulos, el tridngulo rectangulo es el que tiene
un angulo recto, obtusangulo el que tiene un éangulo obtuso y
acutangulo el que tiene los tres angulos agudos.

Dentro de las definiciones, no esta explicito que un tridngulo quede
definido por dos cualidades como, por ejemplo, isésceles y acutangulo, o
isosceles y rectangulo, o escaleno y rectangulo.

Para la construccion del triangulo equilatero, Euclides empieza con los
segmentos y divide el problema en tres etapas consecutivas (Levi, 2003):

— Libro I, proposicion 1: Sobre un segmento dado construir un tridngulo
equilatero.

— Libro I, proposicion 2: Trazar un segmento igual a un segmento dado
con extremo en un punto dado.

— Libro I, proposicion 3: Dados dos segmentos, cortar del mayor un
segmento igual al otro.

La reconstruccion de un triangulo equilatero enunciada como propo-
sicién, segiin Beppo Levi (2003), es un problema que Euclides resuelve
usando el compas, mediante el trazado de dos circulos. Euclides omite
justificar por qué las dos circunferencias deben cortarse, nocion topo-
I6gica que hoy podemos admitir o demostrar gracias al concepto de
continuidad enunciado por Richard Dedekind.
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Observamos que a partir de la definicion de tridngulo equilatero y de
los procedimientos utilizados en su construccién es posible generar
nuevas tareas de construccion de triangulos.

De las diferentes construcciones emerge la necesidad de justificar el
transporte de segmentos y de angulos para la construccion de triangulos
isdsceles y escalenos. A medida que ampliamos los tipos de tridngulos en
funcion de las propiedades que cumplen los lados y éangulos, los
procedimientos se justifican con elementos tedricos que en muchos casos
no fueron definidos en los Elementos de Euclides, como los teoremas de
la suma de los angulos interiores de un triangulo y la desigualdad
triangular.

La organizacion matematica de referencia queda definida mediante los
tipos de tareas, las diferentes técnicas y los elementos tecnoldgico-
tedricos que se requieren para interpretar y justificar dichas técnicas. En
nuestro caso tenemos los siguientes componentes:

3.1.1. Tipos de tareas para construir un tridngulo bajo ciertas condiciones

— Ty: Construir un tridngulo dado un lado (la consideramos incluida
enT,).

— T,: Construir un triangulo dados tres lados.

— Ts: Construir un triangulo dados un lado y dos angulos.

— T4 Construir un triangulo dados un angulo y un lado.

— Ts: Construir un triangulo dados dos lados y el angulo comprendido.

— Te: Construir un tridangulo dados dos lados y el angulo opuesto a uno
de ellos.

La justificacién de los mencionados procedimientos aparece como
enunciados de la siguiente forma: existen operaciones elementales para la
construccion de un triangulo utilizando Gnicamente la regla (Puig Adam,
1961):

— Trazado de una recta por dos puntos.
— Interseccion de dos rectas.

— Transporte de segmentos.

— Transporte de angulos.

El uso exclusivo de la regla impide la construccion de determinados
triangulos, por ello es necesaria la introduccion de operaciones geomé-
tricas que se realizan con el compas; a saber:
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— Trazar una circunferencia de centro y radio dados.
— Hallar las intersecciones de una recta y una circunferencia.
— Hallar las intersecciones de dos circunferencias.
Ejemplificamos con la tarea Ts: Construir un tridngulo dados dos
lados y el angulo comprendido.

3.1.2. Técnicas utilizadas para llevar a cabo dichas tareas

La construccién puede realizarse con distintos instrumentos (con una hoja

de papel con borde recto, con regla y transportador o con compas) y del

siguiente modo:

71: Realizando marcas en la hoja de borde recto se transportan los lados y
plegando el papel, con una porcidn triangular del mismo, se transporta
el angulo.

T,: Con la regla transportamos los lados y con el transportador tomamos
la abertura del &ngulo.

15: Con un compas que mantenga la abertura transportamos el lado, luego
la abertura del angulo y el otro lado. Los discursos matematicos que
enuncian en qué condiciones pueden realizarse estas operaciones
elementales, constituyen los elementos tecnoldgicos que, en ultima
instancia, determinaran si la construccion es posible o no.

Por ejemplo, con esta técnica se puede construir un triangulo dado un
lado y dos angulos (T3). (®4: existe la solucion, si la suma de estos dos
angulos es menor que dos rectos.) Las técnicas t; y 1, por si solas son
insuficientes para la tarea T,, es decir, construir un triangulo dados tres
lados o construir un tridngulo dados dos lados y el dngulo opuesto a uno
de ellos (Tg).

En la construccion de un tridngulo dados dos lados y el angulo
comprendido (si la suma de los dos angulos es menor que dos rectos) se
generan variantes en la resolucion que dependen de si el angulo
comprendido es agudo, recto u obtuso. A su vez, los lados pueden ser
iguales entre si o distintos. Si los lados son iguales la tarea se reduce a T,.

Caso 1: dos lados iguales y el angulo comprendido es agudo (transporte
de angulos y segmentos). Se obtiene isosceles.

Caso 2: dos lados iguales y el &ngulo comprendido es recto (transporte de
segmentos y angulos). Se obtiene isdsceles.
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Caso 3: dos lados iguales y el &ngulo comprendido es obtuso. Se obtiene
isdsceles. Esta técnica puede usar solo regla, regla y compas, solo
compas y/o regla y transportador.

Ts: Construir un tridngulo dados un lado y dos angulos; podemos
considerar dos sub-tareas:

Taq: Construir un tridngulo dados un lado, un angulo adyacente y un
angulo opuesto.

Ts,: Construir un tridngulo dados un lado y dos angulos adyacentes al
lado.

En la tarea Tz se construye el tercer angulo por transporte del
suplemento de la suma. La restriccion en esta tarea se presenta si la suma
de los dos angulos no es menor que dos rectos. Este es otro ejemplo que
se justifica con el transporte de angulo.

14 Interseccion de dos lugares geométricos construibles con regla y
compas.

A los elementos tecnoldgicos asociados a las técnicas 11, T2, T3 Y T4 S€
los deduce del axioma de continuidad (®,) y del postulado nace la
solucion, si la suma de estos dos angulos es menor que dos rectos (®,),
referentes tedricos que encontramos en la geometria euclidiana.

Al construir un triangulo dados un lado y dos angulos, se generan los
triangulos obtusangulo isdsceles y escaleno si la suma de los dos angulos
es menor que un recto; si la suma es mayor que un recto es acutangulo
isosceles o escaleno.

3.1.3. Tipos de tareas que permiten construir otros triangulos, utilizando

reglay compas

Ti: Construir un triangulo dado un lado (la consideramos incluida en T;
es posible construir el equilatero y el isdsceles rectangulo).

T,: Construir un tridngulo dados tres lados (el escaleno, rectangulo).

T,: Construir un tridngulo dados un angulo y un lado.

3.2. Organizacion matematica a ensefiar. Andlisis focalizado en el
tema Tridngulo: construccién

Queda delimitada por los contenidos de geometria que la institucion
acuerda que deben ser ensefiados, condicionados por los disefios curri-

374



Estudio sobre la noosfera para entender la ensefianza de la geometria

culares provinciales de 7.° grado que proponen: Construccién de figuras
con regla y compas o los nicleos de aprendizajes prioritarios de 6.° grado,
en los que se especifica construir figuras utilizando regla, compas,
transportador y escuadra, y por los libros de texto que la institucion
selecciona dentro del proyecto institucional.

3.2.1. De los contenidos propuestos en los documentos curriculares

Los disefios curriculares provinciales de 7.° grado expresan como conte-
nido conceptual construcciones de figuras con regla y compés y como
contenido procedimental construccién de figuras con reglay compas.

Los contenidos basicos comunes de 6.° grado, por su parte, expresan
como contenido conceptual propiedades de los lados de un tridngulo y
propiedades de los angulos de un triangulo y como contenido procedi-
mental justificacion de las construcciones en base a propiedades de las
figuras. En los nucleos de aprendizajes prioritarios de 7.° grado encon-
tramos:

La produccién y el andlisis de construcciones geométricas considerando

las propiedades involucradas y las condiciones necesarias y suficientes

para su construccion, y también: el reconocimiento y analisis de figuras y

cuerpos geometricos argumentando sobre las propiedades involucradas en

situaciones problematicas que requieran construir figuras a partir de
diferentes informaciones sobre propiedades y medidas utilizando compas,
regla, transportador y escuadra, y evaluando la adecuacién de la figura
obtenida.
En 6.° grado se especifica: «Construir figuras utilizando regla, compas,
transportador y escuadra.»

Continuamos con el estudio de los libros de texto, considerados como
indicadores de la organizacién matematica a ensefiar, teniendo en cuenta
ademés las tareas definidas en el marco tedrico y los materiales
elaborados por los docentes, guias de trabajos practicos, en base a los
elementos tecnoldgicos.

3.2.2. De los contenidos propuestos en los libros de texto

Se realiza el estudio sobre 12 libros de texto, para cada afio (6.°y 7.9), de
mayor circulacién en la ciudad de Salta, entre los cuales se seleccionan
para analizar los trabajados en las instituciones en las que fue posible
acceder a realizar el trabajo de investigacion.
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Las actividades geométricas, en cuanto a construccion de triangulos,
desarrolladas en los libros de texto se presentan del siguiente modo:

— Libros de 6.° afio de EGB 2: Las Unicas tareas que aparecen en los
libros de texto de 6.° analizados son T,y T, y representan el 20,5% del
total de las tareas analizadas en los mismos.

— Libros de 7.° afio de EGB 3: Observamos que muchas veces la
construccion de triangulos es un tema ausente en las tareas propuestas
en los libros de texto de 7.° afio. En un 20% de los libros estudiados
las construcciones de tridngulos aparecen a través de las siguientes
tareas:

— T,: Construir un triangulo dados los tres lados.

— Ts: Construir un tridangulo dados dos angulos y un lado.

— Ts: Construir un triangulo dados un angulo y dos lados.
En un 60% de los libros el tema tridngulo aparece en la seccion areas. En
el 20% restante, la cuestidn construccion de tridngulos no aparece.

3.3. Analisis de la organizacion matematica ensefiada a traveés de las
carpetas de los alumnos

Continuando con el tema Construccion del Triangulo, retomamos las
preguntas iniciales y profundizamos la observacion de las actividades
matematicas desarrolladas en el aula. Para ello, se realiza el estudio de 40
carpetas de alumnos de 6.° y 7.°, de cinco instituciones escolares elegidas
todas dentro del radio de la ciudad de Salta Capital.

Para el analisis de las actividades geométricas, en cuanto a construc-
cion de tridngulos, desarrolladas en los cuadernos, tenemos en cuenta los
siguientes indicadores: cantidad de tareas referidas al tema, procedi-
mientos utilizados por los nifios y sus respectivas justificaciones.

3.3.1. Carpetas de 6.° afio
— Institucidn I;: Los alumnos realizan sus actividades con fotocopias de
un texto de un determinado autor.

De un total de 75 tareas, 5 de ellas (6,66%) estan dedicadas a probabi-
lidades y estadisticas, y 4 (5,33%) a geometria y medida. Ninguna de las
tareas hace referencia a la construccion de triangulos.

— Institucién 1,: Los alumnos trabajan con fotocopias de textos de
diferentes autores.

376



Estudio sobre la noosfera para entender la ensefianza de la geometria

De 85 tareas, 5 de ellas (5,88%) se dedican a probabilidades y
estadisticas; 3 de ellas (3,52%) a geometria y medida, y el resto, 77
(90,58%) al eje NUmeros y Operaciones. La Unica tarea relativa al tema
de triangulos es: Calculo de angulos interiores del triangulo a través de
ecuaciones lineales.

— Institucion I3: En la carpeta de los alumnos se indican paginas del
libro con las tareas a realizar y hay guia de trabajos préacticos del
profesor.

Todas las tareas desarrolladas en esta institucion para el 6.° afio giran
en torno a actividades aritméticas y de estadistica.

— Institucién I4: No tiene 6.° de EGB 2 a consecuencia de la segmenta-
cion existente dentro del Sistema Educativo de la Provincia de Salta,
tal como pusimos de manifiesto en anteriores investigaciones.

— Institucién Is: Ejercicios sin referencias bibliogréficas.

De 66 tareas sobre célculos aritméticos y resolucion de ecuaciones
desarrolladas durante el afio, solo 4 (6,06%) se refieren a célculo de
perimetro (medida) y la geometria esta ausente en la propuesta.

3.3.2. Carpetas de 7.° afio

— Institucién 1;: Los alumnos realizan sus actividades con fotocopias de
un determinado autor.

De 105 tareas, se dedican 5 (4,73%) a probabilidades y estadisticas; 3
(2,85%) a geometria y medida; 9 (8,58%) a evaluaciones y el resto
(84,76%) se utiliza para el eje Numeros y Operaciones. Las tareas se
refieren a: Clasificacion de angulos segun la amplitud. Angulos formados
por dos rectas paralelas y dos transversales.

— Institucion I,: Se trabaja con fotocopias de varios libros de diferentes
autores.

Ausencia de actividades geométricas.

— Institucion l3: En la carpeta de los alumnos se observa que estos
escriben la pagina del libro indicando la tarea a realizar. Contiene una
guia de trabajos practicos del profesor.

Todas las tareas desarrolladas en esta institucion giran alrededor de
actividades aritméticas, algebraicas y de estadistica para el 7.° afio.
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— Institucién 14 Las carpetas contienen fotocopias de una guia de

estudio elaborada por el docente .

Las tareas geométricas propuestas en esta institucion se basan en el
trazado de figuras y se enuncian usando el lenguaje geométrico adecuado
al nivel educativo de los alumnos, otras giran alrededor de la medida,
como el célculo de perimetro.

— Institucién Is: Hay ejercicios sin referencias bibliogréaficas.

De 90 tareas sobre célculos aritméticos y resolucién de ecuaciones de
una incognita desarrolladas en un afio, solo hay 2 (2,22%) referidas al
calculo de perimetros y superficies.

4. Conclusiones

4.1. Sobre la organizacién matematica de referencia

La resolucion de los diferentes tipos de problemas relacionados con la
construccion de triangulos mediante distintas técnicas, permitio
agruparlos en funcién de los datos que se proporcionan en el enunciado y
justificar tedricamente el proceso de construccion.

4.2. Sobre la organizacion matematica a ensefiar

La ausencia de determinadas condiciones para la construccion de
triangulos en 6.° y 7.° grado es una de las caracteristicas de los disefios
curriculares respectivos lo que se ve reflejado en la mayoria de los libros
de texto. La presentacion del tema Construccion de Triangulos es
bastante desarticulada en tanto que aparecen actividades sin secuencia-
cion ni profundizacion. En consecuencia, el tema se presenta de manera
incompleta (Bosch, Fonseca & Gascén, 2004) en el sentido que las tareas
gue estan presentes en los libros de texto no explicitan las posibles
variaciones de las técnicas de construccién que permitiria, por ejemplo,
abordar la construccion de triangulos como el isosceles-rectangulo, el
isdsceles-acutangulo y el isdsceles-obtusangulo, ni la variacién de los
datos. Se observan actividades tales como construir todos los triangulos
posibles yuxtaponiendo tres palitos (4 cm; 5,5 cm y 8 cm) (T2), sin tener
en cuenta la desigualdad triangular.

1. Consta de ocho guias de estudio que nosotros identificaremos como tareas.
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Los problemas geométricos aparecen aislados y se pone de manifiesto
la ausencia de justificaciones e interpretaciones que podrian proporcionar
elementos tecnoldgicos para establecer interrelaciones entre las diversas
actividades. Todas las propuestas de los autores tienen una Gnica solucién
por lo que no se plantea la cuestién de las condiciones de existencia de
todas las soluciones posibles, lo que provoca dificultad para desarrollar el
germen de problemas en torno a la construccion de triangulos.

Los problemas geométricos no aparecen en los libros de texto de 6.°
de EGB 2 y 7.° de EGB 3, centrandose el mayor porcentaje de las
actividades en los problemas de calculo de superficie que corresponden al
eje Medida. La mayoria de los autores de los libros de texto contextualiza
el tema Construccidn de Triangulos en forma arbitraria y truncada, ya que
se rigen por los Documentos Curriculares (C.B.C., D.C.P., Nucleos de
Aprendizajes Prioritarios).

4.3. Sobre la organizacion matematica ensefiada

La ausencia de los problemas geométricos en las carpetas de los alumnos
se corresponde con la propuesta de los libros de texto. Este fenémeno
didactico en torno a la ensefianza de la Geometria es un desafio a superar
en la ensefianza primaria, como etapa inicial de un trabajo futuro, ya que
encontramos que en 6.° afio (EGB 2) y 7.° afio (EGB 3) se presentan
actividades geométricas sin continuidad ni secuenciacion.

Las actividades que figuran en las carpetas de los alumnos no estan
acompafiadas de las justificaciones matematicas pertinentes al nivel
educativo en cuestion, en consecuencia las actividades geométricas tienen
un caracter netamente mostrativo (Gascén, 1997).

4.4. Conclusiones generales

En los documentos curriculares C.B.C., D.C.P. y N.A.P. no se especifica
qué triangulos se pueden trabajar en cada etapa escolar, solo aparecen los
contenidos conceptuales y procedimentales en forma general.

En los libros de texto se presentan los contenidos matematicos en un
mismo nivel. Asi, por ejemplo, los poligonos regulares y los tridngulos se
proponen conjuntamente.

Asimismo, la generalidad observada en el analisis de las propuestas
curriculares se repite en los libros de texto. En estos los problemas de
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geometria relativos a la construccion con regla y compas son escasos en
6.°y en 7.°. Y cuando aparecen los problemas de construccidn, entonces
se concentran en un mismo tipo de problemas triviales. Asi, por ejemplo,
se propone construir un triangulo cuyos lados miden 5cm; 2,5¢cm y
6 cm, en el libro de texto de 7.° afio. Como consecuencia, la problematica
de la construccion de triangulos no esta organizada de manera que en 7.°
se amplien, completen y desarrollen las tareas realizadas en el curso
anterior. Estas deficiencias en la organizacion global de la matemaética
ensefiada originan algunas de las carencias que hemos sefialado.

En general, en los libros considerados no hay una propuesta
sistematica y coherente (global) sobre la construccién de triangulos con
sus correspondientes técnicas y elementos tecnoldgicos. Aparecen tipos
de tareas como, por ejemplo, Ty, T,, Tay Ts sin una justificacion adecuada
de las técnicas a utilizar. Los datos proporcionados en los enunciados de
las actividades son insuficientes para realizar los procedimientos respecto
del objeto tedrico que funciona como modelo. Por ejemplo: ¢Qué angulo
aparece como dato? ¢Existen condiciones que deben cumplir los dos
lados suministrados como datos para construir el triangulo? ;Qué
condicién debe cumplir el angulo respecto de los dos lados?

De 220 tareas analizadas en cuadernos de 6.° afo, el 3,5% de las
mismas hace referencia a la construccién de triangulos y, en 7.° afio, de
275 solo el 2,2% se refiere al tema. A esto debemos agregar que la
decision de los docentes de sacar copias de las actividades de los libros
traslada al aula las falencias observadas en relacion con la organizacion
de la propuesta de los libros de texto.

Asi, el docente que no posee una adecuada formacién epistemoldgica
sobre el conocimiento matematico a ensefiar serd orientado o condi-
cionado en su proyecto por los libros de texto. Con esto queremos decir
gue si un libro de texto esta sustentado en un modelo epistemolégico de
las matematicas de corte axiomatico, este serd el modelo transpuesto en el
aula. Si son otros los fundamentos del autor del libro de texto, estos otros
seran transpuestos al trabajo en el aula.

Esto indica que la escuela proporciona su propia matematica escolar y
que esconde la verdadera disciplina matematica y en particular el modo
de pensar propio de la Geometria. En consecuencia, en una misma ciudad
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es posible visualizar la relativa arbitrariedad de la puesta en préactica del
curriculum de 6.° y 7.° afio de EGB, con el tema Construccion de
Triangulos.
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Abstract. We are interested in putting into use a numeric space in accordance
with the demands of the official school curriculum in the first year of sixth form
(students aged 15 and 16). We identify a problem related to the profession the
symptoms of which are the difficulties teachers encounter to create concepts
concerning the objects of this numeric space. We use the numeric filter (Bronner,
2007) to describe and analyse what may be observed in ordinary classes.
Through our observations we have identified knowledge for the teacher, which is
necessary for the students to acquire sound knowledge with respect to the
numeric.

Resumen. Nos interesamos por la implementacién de un espacio numérico
conforme a las demandas del curriculum oficial en el primer curso del
bachillerato francés (15-16 afios). ldentificamos un problema de la profesion
cuyos sintomas son las dificultades que encuentran los profesores para construir
los conceptos relativos a los objetos de este espacio de numeros. Utilizamos el
filtro numérico (Bronner, 2007) para describir y analizar lo que se puede
observar en las clases normales. A través de nuestras observaciones, hemos
identificado conocimientos para el profesor necesarios para que los conoci-
mientos de los alumnos sobre lo numérico puedan ser sélidos.

Résumé. Nous nous intéressons a la mise en place d’un espace numérique
conforme aux demandes du curriculum officiel en classe de seconde, premiere
classe du lycée en France (15-16 ans). Nous identifions un probléme de la
profession dont les symptdmes sont les difficultés rencontrées par les professeurs
pour construire les concepts relatifs aux objets de cet espace de nombres. Nous
utilisons le filtre du numérique (Bronner, 2007) pour décrire et analyser ce qui
peut étre observé dans des classes ordinaires. A travers nos observations de
classes, nous avons repéré des connaissances pour le professeur nécessaires pour
gue les connaissances des éléves sur le numérique puissent étre solides.
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Introduction

L’observation dans les classes de seconde des pratiques de I’enseigne-
ment du numérique nous amene a identifier un probleme de la profession
selon la caractérisation donnée par Giseéle Cirade (2006) : la difficulté de
mettre en place des espaces numériques, au sens d’Alain Bronner (1997,
2007), conformément aux injonctions du programme de seconde. Notre
projet est de cerner ce probléme et d’en connaitre les conditions et les
contraintes au sens d’Yves Chevallard (2009) :

Ce qu’il faut entendre, c’est qu’il existe des contraintes (c’est-a-dire des
conditions qui apparaissent non modifiables) et qu’on peut créer des
conditions (c’est-a-dire des contraintes modifiables) en chacun des
niveaux de la civilisation, de la société, de I’école, de la pédagogie et de
la discipline. Ces conditions et contraintes de divers niveaux codéter-
minent le didactique, c’est-a-dire, en gros, ce que le professeur peut faire
pour aider I’éleve a étudier la discipline et ce que peut faire I’éleve pour
s’aider lui-méme (et pour aider ses camarades d’étude et le professeur lui-
méme). (p. 1)
Nous désirons décrire ces conditions et contraintes pour pouvoir dans un
deuxieme temps mettre au jour les connaissances du professeur qui nous
semblent nécessaires pour opérer des choix didactiques adéquats afin de
développer les connaissances des éléves sur le numérique.

1. Cadre théorique et méthodologie

Pour étudier la question de la construction de I’espace numérique en
seconde, nous utilisons essentiellement le cadre de la théorie anthropo-
logique du didactique (TAD) développée depuis une vingtaine d’années
par Y. Chevallard (2007) et les travaux d’A. Bronner (1997, 2007) con-
cernant le numérique et I’algébrique. Ce dernier a notamment développé
un outil permettant I’étude d’un espace numérique qu’il a intitulé le filtre
du numérique (Bronner, 2007). La fonction de ce filtre est de « traquer »
le numérique, que ce soit au niveau d’une pratique ou d’une institution.
Ainsi, différents éléments constitutifs d’un espace numeérique peuvent
étre identifiés :
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— les objets de base: les systémes de nombres, 1’ensemble des
opérateurs (prendre la racine carrée d’un positif...) et des compa-
rateurs (<, >, #...) ;

— les types de pratiques (calcul exact, calcul approché, mixte) ainsi que
les différents contrats institutionnels de calcul ;

— les articulations et les dynamiques du domaine numérique avec les
autres domaines ainsi que les contrats sous-jacents (y compris une
dynamigue numérico-numérique) ;

— les raisons d’étre du numérique.

Ces éléments ainsi que les organisations mathématiques (OM) du
numérique constituent un espace numérique. L’observation de I’espace
numérique comprend également ce qui reléve de I’organisation didac-
tique (OD) dans ce qu’elle a de spécifiquement numérique.

Notre recherche® s’appuie sur I’observation de classes de seconde
avec une méthodologie particuliére. Elle se différencie des démarches
d’ingénierie habituelles en didactique des mathématiques dans la mesure
ou I’observation dans les classes n’est pas conditionnée par les objectifs
et des comportements attendus qui auraient été précisés par une analyse a
priori en fonction du projet du chercheur. L’observation dans les classes
est ici premiére, et c’est elle qui permet la découverte et I’accés aux
connaissances enseignees sans aucune interaction entre I’enseignant et le
chercheur. A partir des éléments révélés au chercheur dans la dynamique
de I’enseignement, est élaborée une analyse a priori en prenant en compte
les acquis antérieurs des éleves, la mémoire didactique de la classe et la
conformité avec les programmes. Il est alors possible de faire une

comparaison entre cette analyse a priori et ’analyse a posteriori.

2. Description de la réalité des pratiques enseignantes

Le recueil des données a été réalisé a partir de deux classes de seconde
dont les enseignants ne sont ni des débutants, ni des experts, et dont les
éleves ont des options qui les destinent a priori vers des bacs généraux,

1. Le cadre de la recherche est la these de Miréne Larguier (2005), sous la direction
d’Alain Bronner, intitulée « La construction de I’espace numérique et le role des reprises
en classe de seconde : un probléme de la profession ».
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majoritairement un bac scientifique d’ailleurs. L’étude porte sur toute la
durée de I’année scolaire, ce qui pose des questions particuliéres non
abordées dans la majorité des recherches. En conséquence le grain
d’analyse est trés variable : de I’année a la minute ! Les deux professeurs
enseignent dans un méme lycée de la périphérie de Montpellier, ils ont
été observés tout au long d’une année scolaire, Mathieu en 2006-2007 et
Clotilde I’année suivante. Les deux classes sont qualifiées de «trés
bonnes » par les professeurs.

Les deux professeurs ont commencé le programme annuel par un
chapitre contenant des révisions des domaines numérique et algébrique
(abrégé en NA) ou les notions travaillées le sont en tant qu’objets, et non
pas en tant qu’outils au service de la résolution de problémes en suivant
la distinction faite par Régine Douady (1986). Ce chapitre contient
également les ensembles de nombres et leur dénomination. Cette
nouveauté du programme de seconde semble étre la porte d’entrée la plus
commune vers les mathématiques du lycée . Ce début de progression est
vécu comme satisfaisant par les deux professeurs pour ce temps de la
reprise scolaire (de la rentrée aux vacances de Toussaint) et ils justifient
ce choix a posteriori. Ainsi Mathieu lors de I’interview du 6 décembre
2006 déclare : « C’est une maniére de raccrocher sur ce qu’ils ont fait,
c’est une maniére pour moi de travailler tout ce qu’ils ne savent pas
faire». De méme Clotilde explicite son choix dans I’interview du 6
décembre 2007 : « ... je ne veux pas commencer par un chapitre trop
difficile en début d’année pour pouvoir les mettre en confiance... ».

Un élément technologique, au sens de Chevallard (2002b), du geste
professionnel (Bronner & Larguier, 2004) d’organisation globale de
I’enseignement de I’année de seconde est le souci de parvenir a construire
des apprentissages solides concernant les bases du calcul numérique et
algébrique pour les éléves qui seront orientés principalement en premiére
S mais également en premiére ES®. Les enseignants de seconde qui ont

2. Une étude des manuels en vigueur au moment de la recherche ainsi que les visites dans
les classes de seconde confortent cette impression.

3. Dans le lycée général en France, a partir de la classe de premiére (éléves de 16-17 ans),
les éleves choisissent une orientation : scientifique (S), littéraire (L) ou économique et
sociale (ES).

386



L’enseignement du numérique : un probléme de la profession

également I’expérience de ces classes de premiere savent que des
mangues de maitrise de techniques de base concernant le NA vont étre
des obstacles importants ; ils savent également qu’il existe une grande
rupture entre la seconde et la premiere. C’est le cas pour Mathieu et
Clotilde qui ont justifié le choix de leur progression par les arguments
précédents lors d’entretiens menés avec eux.

Pour analyser le programme de seconde sur le numérique nous
utilisons la notion de contrainte selon les différents niveaux de codétermi-
nation didactique en suivant une hiérarchie établie par Y. Chevallard
(2002a). Ce sont ses termes — discipline, domaine, secteur, theme, sujet
d’étude — que nous reprenons ci-dessous. Une contrainte au niveau de la
discipline provient peut-étre du découpage du programme et de I’ordre
choisi pour son écriture.

Effectivement nous pouvons lire que le programme est subdivisé en
trois domaines dans I’ordre suivant : Statistique / Calculs et fonctions /
Géométrie. Le deuxieme domaine « Calculs et fonctions » est subdivisé
en trois secteurs qui n’apparaissent pas explicitement ainsi mais que nous
repérons comme étant les suivants : Nombres / Fonctions / Modéles et
modélisation algébrique. Le secteur qui nous intéresse plus spécifique-
ment dans cet article est le premier, c’est celui qui contient toutes les
notions liées au numérique en classe de seconde. Il comprend six thémes
qui apparaissent dans la colonne intitulée « Contenus » et qui sont
présentés en deux parties :

— la premiere partie contient les quatre thémes suivants: Nature et
écriture des nombres / Notations N, Z, D, Q et R / Représentation des
nombres dans une calculatrice / Nombres premiers ;

— la deuxieme partie correspond a deux autres thémes: Ordre des

nombres / Valeur absolue d’un nombre.

Les professeurs peuvent alors trouver «naturel» de suivre les
contenus dans I’ordre de leur écriture, ce qui est peut étre I’une des
raisons qui confortent I’idée de la nécessité des révisions a priori avant
d’aborder véritablement le programme. Par ailleurs ce programme décline
les objectifs généraux de chaque domaine. Ainsi pour le domaine
« Calculs et fonctions » le premier objectif du programme est le suivant :
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« Approfondir la connaissance des différents types de nombres ». Nous
trouvons aussi dans le document d’accompagnement (Ministere de
I’Education nationale, 2000) le commentaire suivant en ce qui concerne
le secteur « Nombres » et le théme « nature et écriture des nombres » :
« On fera une synthése des connaissances rencontrées jusque-la par les
éléves et on introduira les notations usuelles des différents ensembles.
Les éléves devront savoir reconnaitre a quels ensembles appartiennent les
nombres rencontrés » (p. 13). Ainsi la reconnaissance de la nature des
nombres est un type de taches bien identifié dans les programmes. Nous
le nommerons T et nous allons analyser sa place dans le curriculum reéel
et suivre son histoire au cours de I’année. Plus généralement nous allons
chercher a repérer les contextes dans lesquels les différents types de
nombres interviennent.

3. Une tache emblématique et des objets problématiques du
numeérique

Nous allons développer nos observations concernant T : « reconnaitre a
quels ensembles appartiennent des nombres donnés ». Ce type de taches
est emblématique du domaine numérique travaillé en début d’année lors
de la reprise scolaire. Ainsi T peut apparaitre également emblématique de
la liaison collége/lycée en permettant une reprise de connaissances
anciennes tout en travaillant des connaissances complétement nouvelles
(comme la désignation des ensembles).

Dans les classes de Clotilde et de Mathieu, de nombreux spécimens de
T sont travaillés dans le premier chapitre. Les justifications ne sont
généralement pas demandées. Ainsi dans le cahier d’exercices des éleves
de Clotilde nous trouvons les affirmations suivantes sans aucune
justification : «\/ﬁ irrationnel » ; ou « 1/3 rationnel ». La praxéologie
construite dans la classe relativement a ce type de tadches T est
incompléte. Les éléments du bloc technologico-théorique sont absents, la
réponse attendue par le professeur repose sur de nombreux implicites qui
ne sont certainement pas partagés par tous les éleves. Pourtant les
connaissances qui pourraient faire I’objet d’une reprise d’étude des
apprentissages du collége sont en particulier :
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— la définition d’un nombre décimal et sa reconnaissance a partir de son
écriture décimale ;

— la reconnaissance d’un nombre idécimal (Bronner, 1997) a partir de
son écriture décimale illimitée ;

— savoir qu’un nombre rationnel écrit sous la forme fractionnaire peut
étre un nombre idécimal, ou bien un nombre décimal pouvant étre
éventuellement un nombre entier.

Des connaissances nouvelles en seconde concernent les inclusions des
ensembles de nombres et de maniére plus générale la reconnaissance des
types de nombres et de leurs écritures « canoniques », c’est-a-dire des
formes usuelles qui facilitent le travail avec les nombres (calcul,
comparaison, etc.). Par ailleurs le professeur peut choisir des sujets
d’étude parmi des thémes donnés dans les programmes. Ainsi I’un d’entre
eux concerne une nouvelle conception du décimal comme pouvant
s’écrire sous la forme d’une fraction irréductible dont le dénominateur est
un produit de puissances de 2 et de 5 (d’exposant entier positif ou nul).

Le travail de reprise dans le domaine du numérique en lien avec ce
type de taches emblématique est sous-estimé par les enseignants qui
semblent ne pas avoir conscience des organisations mathématiques a
développer en conformité avec la demande des programmes, et surtout en
conformité avec la rationalité mathématique. Mais quelles sont les raisons
d’étre de ce type de taches emblématique ? Quel probléeme mathématique
essentiel pour la discipline motive la maitrise des praxéologies en lien
avec T ? En posant ces questions, nous nous référons a Y. Chevallard qui
dénonce I’enseignement des mathématiques comme étant la visite d’un
musée, ou encore I’enseignement de réponses toutes faites véhiculées par
la tradition, alors méme que les questions a I’origine de ces réponses ont
été perdues (Chevallard, 2001). Nous voyons apparaitre une motivation
des calculs sur les nombres afin de les exprimer sous certaines formes
particuliéres et une légitimité de ce travail dans le domaine numérique :

On rencontre [...] un grand probléme des mathématiques : comment
reconnaitre si deux objets mathématiques d’un certain type sont ou ne

sont pas le méme objet ? Comment savoir par exemple si 7 x5—-8 =237

. 60 _ 380 . n(n+1)(2n+l) (-n(2n-1) _
=29 _ =n2?
Ou si 84537 ° Ou, encore, si 5 5 n-
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A ce grand probléme, il existe une solution générique, universelle : pour
répondre a la question posée, il suffit chaque fois de disposer d’un
systeme d’écriture des objets du type considéré, dans lequel chacun de ces
objets ait une écriture et une seule. Le calcul de I’écriture « canonique »
des objets a comparer permet alors de répondre : ainsi a-t-on 7 x5-8

=35-8=27, ce qui montre que 7 x 5— 8= 23. De méme, il vient d’une
art 80 _ 45 _ 35 .3 et d’autre part 380 10 _>d9 .5
Parl 84 = 4x21 ~ 3x7 T 7 PA 532 = 266 ~ 19x7 7

en sorte qu’on peut conclure, cette fois, positivement : on a bien I’égalité

60 _ 380
g4~ 532 (P 529)

Ce n’est donc pas la connaissance de la nature du nombre en soi qui est
importante, mais la connaissance pour un type de nombres donné de son
écriture canonique. Ainsi la détermination de la nature d’un nombre peut
orienter le choix de son écriture relativement & un contexte donné. Ce
fonctionnement est renforcé par une régle du contrat institutionnel de
calcul (Bronner, 2007) : le travail de démonstration en mathématiques sur
le NA oblige le plus souvent & utiliser des valeurs exactes. Ces raisons
expliquent alors pourquoi il est important de connaitre les valeurs exactes

des lignes trigonométriques de certains angles, comme cosgrad =§ , et

pourquoi on garde cette écriture avec un radical. Nous développerons
plus loin cet exemple ; différents types de nombres apparaissant dans le
cadre de la trigonométrie, une reprise du travail du début de I’année sur le
numérique est alors possible.

Dans la réalité de ce que nous avons pu observer, les professeurs font
rencontrer aux éléves en début d’année le type de taches T sur un certain
nombre de spécimens en conformité avec les programmes, sans motiver
ce travail par un probléme spécifique de la discipline, et sans utiliser ce
travail ultérieurement pour motiver a son tour une poursuite de I’étude de
la synthese relative aux nombres. Pourtant nous allons voir qu’une reprise
de T est possible dans la suite du programme de seconde — nous venons
de citer le cas de la trigonométrie — mais les professeurs ne pergoivent pas
en général ces nouvelles niches pour réactiver ce type de taches et
enrichir I’espace numérique.
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4. La tache emblématique et la valeur absolue

Nous allons montrer comment les différents types de nombres sont mis au
service de la valeur absolue. Le programme * inscrit la notion de valeur
absolue dans le cadre numérique en y attachant la signification de
distance entre deux nombres. Cette notion est un objet mathématique
inscrit dans les contenus, mais les accompagnements minimisent cette
place pour réduire la notion & une notation (c’est nous qui soulignons) :
« Aucune étude particuliére n’est demandée. Cette notation sera présen-
tée essentiellement pour exprimer la distance entre deux nombres ». Cette
conception conforte I’idée que la valeur absolue apparait davantage
comme un nouvel opérateur (au sens de Bronner, 2007) de I’espace
numérique. Par ailleurs le travail algébrique (résolution d’équations,
d’inéquations) en lien avec la valeur absolue n’est pas un objectif du
programme.

A I’occasion des observations dans les classes de Mathieu et de
Clotilde, les données recueillies dans la réalisation effective des séances
ont permis de caractériser les choix didactiques relatifs a I’enseignement
de la valeur absolue, de décrire les organisations mathématiques choisies
et de les comparer sur la durée de la séquence. Nous observons des choix
communs sur les contenus abordés, mais avec des conceptions différentes
sur les objets traités. Par exemple, les définitions données par les deux
professeurs different. Pour Clotilde le cadre est numérique :

La distance entre deux nombres réels p et g est celui des deux nombres
p—qetq-p qui est positif ou nul. Cette distance se note |p — q| et se lit
« valeur absolue de p moins g ». Conséquence : la valeur absolue de x,
notée |x|, est la distance de x a zéro.

Pour Mathieu c’est I’articulation entre les cadres géométrique et numé-
rique qui permet la définition : « Soit x un nombre réel et M le point
d’abscisse x sur la droite des réels, la valeur absolue de x notée |x| est la
distance de O @ M. » En revanche les deux professeurs choisissent de
faire travailler les techniques de résolution de certaines équations et
inéquations utilisant des valeurs absolues dans le cadre algébrique en ne
suivant pas les prescriptions du curriculum officiel. Des praxéologies

4. 1l s’agit du programme qui a été en vigueur jusqu’en 2009.
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différentes ont cependant été choisies pour un méme type de taches
privilégié par les professeurs et pourtant pratiqguement hors programme :
« résoudre une équation du style |ax + b| = ¢ ». Mathieu privilégie une
technique géomeétrique utilisant la droite graduée quand Clotilde privi-
légie une technigque algébrique fondée sur le signe du bindme ax + b.
Paradoxalement, les connaissances les plus élémentaires concernant
I’objet valeur absolue ne sont pas maitrisées par les éléves. Ainsi des
éléves de Mathieu, interrogés le 5 février 2007 lors d’un entretien en
dehors de la classe, n’ont pas su répondre & des questions concernant le
concept de valeur absolue comme : « Qu’est-ce que vous diriez a un éléve
qui sort de troisieme pour expliquer ce que veut dire la valeur absolue

d’un nombre ? » Voici un passage de I’interview :

Charly explique : « je mets le nombre, je fais plus d’un c6té et moins de
I’autre et ¢a donne le nombre ». Un exemple est demandé, Anissa prend la
parole pour expliquer ce que signifie que la valeur absolue de x vaut 5 et
elle fait un schéma en méme temps d’une droite graduée ou figurent 0, -5
et 5. Elle dit c’est 5 entre -5 et 5. Puis elle reprend et dit que x est entre
-5 et 5. Il lui est demandé de prendre le nombre +1, alors elle dit que va-
leur absolue de x c’est 5 ou —5. A la question de savoir ce que vaut valeur
absolue de 4, Maél répond : « c’est 4 ou —4 ». Anissa corrige : « c’est la
distance de x a... »

Cet entretien confirme I’interprétation sur le manque de sens que les
éléves donnent aux techniques employées et aux objets manipulés. Il
confirme également I’impact trés grand de la technique géométrique de
résolution des inéquations comportant une valeur absolue, développée
dans la classe de Mathieu. On note aussi la prégnance des types de taches
algébriques concernant le theme de la valeur absolue chez les éléves. Le
concept lui-méme ne semble pas construit, mais il évoque des situations
ou il apparait, a partir d’un ostensif sonore « valeur absolue », ou a partir
d’un ostensif visuel « les deux barres » — la notion d’ostensif renvoyant
au travail de Marianna Bosch et Yves Chevallard (1999). A la question
« Qu’est-ce que C’est ? », des éleves apportent la réponse « voila ce que
nous faisons d’habitude avec ».

Nous pouvons remarquer qu’aucun des éleéves interrogés n’a réussi a
construire un sens convenable pour ce nouvel objet numérique. Le méme
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constat sera réalisé en interrogeant trois éléves de Clotilde. Des techni-
ques et des éléments technologiques présents dans les organisations
mathématiques viennent envahir I’espace de compréhension des éléves. Il
est possible que nous touchions la a un manque dans I’enseignement des
mathématiques, voire des sciences en général, a savoir le manque de
questionnement du type « Qu’est-ce que c’est ? ». Pour ces professeurs,
le probléeme de I’enseignement serait d’apprendre aux éléves a faire des
choses avec un objet mathématique, et non pas apprendre a se représenter
cet objet, a le réifier. Par ailleurs nous notons un manque dans les
connaissances du professeur a I’égard du savoir & enseigner ; en effet une
articulation serait possible, et méme nécessaire, avec I’enseignement des
nombres relatifs au collége. Dés la classe de 5° du collége (éleves de
12-13 ans) une premiére rencontre implicite a lieu avec la valeur absolue
pour introduire la somme des nombres relatifs, elle apparait généralement
sous la dénomination de « distance a zéro » du nombre. Si cette articula-
tion était prise en compte par les enseignants de seconde, elle participerait
de la synthése sur les nombres demandée par le programme.

Nous avons observé par ailleurs que les nombres irrationnels servent
la cause de la valeur absolue dans des taches dont un spécimen est :
« Exprimer sans valeur absolue ‘\/__4+‘ 2—3‘ ». Ainsi des irrationnels
« de service » (Bronner, 2007) sont actualisés a I’occasion du travail sur
ce theme par les deux professeurs. Mais ils apparaissent sans motivation
et sans &tre questionnés aux yeux des éleves. La raison d’étre du choix de
ces nombres irrationnels est vraisemblablement de nécessiter un travail
sur la définition méme de la valeur absolue. En effet les éléves sont ainsi
amenés a se poser la question, qui est dans ce cas non triviale, du signe
des expressions numeériques en jeu.

En utilisant le filtre du numérique, le travail d’analyse relatif a I’objet
valeur absolue chez ces deux professeurs permet de développer quelgques
constats. L’espace numérique en seconde est enrichi par rapport au
collége gréce a I’apparition de nouveaux éléments :

— Des objets d’apprentissages nouveaux par rapport au college en
conformité avec les programmes : les ensembles de nombres, les
intervalles, la valeur absolue ;
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— Un nouvel opérateur : des types de tches, comme « trouver la valeur
absolue d’un nombre donné, d’une expression numérique ou d’une
expression algébrique », font fonctionner la valeur absolue comme un
opérateur de maniére semblable a 1’opérateur racine carrée introduit en
guatriéme ;

— Une dynamique numérico-algébrique : le nouvel opérateur devient la
motivation pour générer des types de taches qui ne sont plus
officiellement au programme, et qui sont « immotivés » ;

— Des regles du contrat institutionnel : les taches proposées relatives a
des valeurs absolues consistent a supprimer la valeur absolue.

5. La tache emblématique et la trigonométrie

Nous avons vu comment les irrationnels sont des nombres mis au service
du travail relatif a la valeur absolue. Nous allons rencontrer dans cette
partie des nombres irrationnels « produits » (Bronner, 2007) dans le cadre
de la trigonométrie, mais ni leur apparition ni leur nature ne sont
questionnées. Dans les classes de Mathieu et de Clotilde, le chapitre sur
la trigonométrie a été abordé en fin d’année, chez Mathieu a partir du 23
mai 2007 et chez Clotilde a partir du 30 avril 2008. En utilisant notre
méthodologie, un travail d’analyse comparative analogue a celui concer-
nant la valeur absolue a donc pu étre mené. Pour mieux comprendre
I’analyse du curriculum réel, nous présentons la place de la trigonométrie
dans le curriculum officiel.

Au collége (d’aprés les programmes en vigueur en France jusqu’en
2006-2007 et les nouveaux programmes d’avril 2007), la trigonométrie
est un secteur du domaine de la géométrie euclidienne et ne concerne que
les angles aigus d’un triangle rectangle dont les mesures sont exprimées
en degré. Au lycée, en seconde, a cette conception dans le cadre de la
géométrie du triangle rectangle, s’en ajoute une autre dans le cadre des
fonctions. En effet, dans le programme de seconde (MEN, 2002), la
trigonométrie est située dans le domaine « Fonctions » et le secteur
« Fonctions de référence » en présentant la seule capacité suivante :
« Connaitre la représentation graphique de x > sinx et de X > COSX ».
Les commentaires en regard des capacités précisent : « La définition de
sinx et cosx pour un réel x quelconque se fera en “enroulant” R sur le
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cercle trigonométrique. On fera le lien avec les sinus et cosinus de 30°,
45° et 60°. » Dans le document d’accompagnement du programme de
seconde on suggere de s’appuyer sur un logiciel de géométrie dynamique
pour « montrer » cet enroulement et on insiste sur le calcul exact de ces
valeurs particuliéres :

Pour faire le lien avec les valeurs des sinus et des cosinus de 30°, 45° et
60°, on déterminera, sur le cercle trigonométrique, la longueur des arcs
interceptés par ces angles remarquables et on établira les valeurs exactes
des sinus et cosinus correspondants. (MEN, 2000, p. 15)

Nous repérons dans le curriculum officiel plusieurs ruptures dans le
domaine de la trigonométrie entre les conceptions construites au college
et celles de la classe de seconde. En effet ces ruptures concernent :
(a) une nouvelle représentation graphique de la droite des réels qui
«s’enroule » autour du cercle ; (b) les angles qui peuvent étre orientés et
leurs mesures qui peuvent prendre toutes les valeurs réelles, méme des
valeurs négatives ; (c) les objets cosinus et sinus deviennent des fonctions
dans R et méme des fonctions de référence pour lesquelles la variable ne
référe plus a un angle mais a un réel.

Pour faire comprendre I’enroulement de la droite des réels, Clotilde a
choisi une activité du manuel de la classe qui utilise une comparaison
avec I’enroulement du fil d’une bobine ; elle n’utilise jamais de logiciels
de géométrie dynamique dans la classe, bien que presque toutes les
classes du lycée soient équipées en vidéoprojecteurs. Cette mise en scéne
étant installée, la suite du programme peut se « dérouler » pour faire le
lien avec les valeurs remarquables « des sinus et des cosinus de 30°, 45°
et 60°» lorsque ces angles sont exprimés en radians. Les questions
suivantes restent totalement dans I’ombre : « Pourquoi ces angles doivent
étre remarqués ? » ; « Pourquoi les valeurs de ces sinus et de ces cosinus
sont a connaitre ? » ; « Pourquoi change-t-on d’unité de mesure des
angles ? » Il est vraisemblable que le professeur ne se les pose méme
pas : c’est au programme. Cela renvoie a la question des connaissances
du professeur, posée en début d’article.

Lors de la séance du 16 mai 2008, a la fin de la séquence, Clotilde
donne un tableau que les éléves doivent compléter (voir figure 1). Ce
document présente une extraordinaire vitrine de nombres qui émergent
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dans I’espace numérique de seconde avec des entiers relatifs, des
décimaux, des irrationnels formés avec les exemples typiques que sont les
nombres 7, /2 et /3.

Exercice : Ona donné les valeurs exactes du sinus et cosinus de quelques angles remarquables entre 0 et %

Point I A B c J
On| 3| 2| x| x| x| x| o x| x| x| x [2t]3|5n
% 6 4 3 2 3 4 6 6 4 | 3 2 3 4 | 6 ®
: 3 (2] 1
L | B 1
cos x 2 2 2 0
: 1 (&6
sin x 0o 2 2 2 1

a. Retrouver le point qui correspond & chaque angle.
b. .En déduire les valeurs exactes des cosinus et sinus de tous les angles du tableau, _J

B

Figure 1. La vitrine des nombres

Nous avons observé qu’il n’est pas de la responsabilité de I’éleve de
savoir pourquoi il est nécessaire de conserver des écritures complexes de
ces nombres comme 32@ par exemple. Si le professeur avait renvoyé cette

question dans le topos des éléves (Chevallard, 2002b), il aurait alors pu
réaliser une reprise du type de taches emblématique T pour justifier
I’écriture canonique de ces nombres ; mais la prise de conscience de la
nature des nombres est absolument absente de toute cette séquence
pourtant trés riche au point de vue du travail possible sur le numérique.
Les seules justifications données sont sous la forme de régles
conventionnelles non référées a des nécessités de la discipline. Ainsi

Clotilde n’accepte-t-elle pas la réponse % et la transforme en BZQ en
2

argumentant : « Comme on a dit qu’on n’aimait pas les racines de 2 sous
le trait de fraction on I’écrit comme ¢a. » L’année précédente Mathieu,
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dans le méme contexte, avait précisé aux éléves : « Si je veux enlever la
racine au dénominateur qu’est-ce qu’on fait? »; des éleves avaient
répondu : « On multiplie. » ; le professeur avait alors demandé : « On
multiplie par quoi ? » et les éléves avaient ajouté : « Par racine de 2. ».
Auparavant, pendant la recherche des éleves, tout en circulant dans la
classe pour observer leur travail, il avait annoncé : « Travaillez avec des
fractions, ne travaillez pas avec des nombres a virgule ».

Ainsi les professeurs habituent les éleves a des pratiques de calcul
exact qui sont régies par des régles conventionnelles décidées par le
professeur alors que des raisons épistémologiques les étayent. Le contrat
institutionnel de calcul est dans ce contexte de la trigonométrie sous
I’entiére responsabilité du professeur, pourtant les questions sous-jacentes
pourraient étre dévolues a I’éléeve comme faisant partie des aspects du
travail mathématique.

L’espace numérique élaboré en seconde est ainsi enrichi par de
nouveaux éléments qui sont des opérateurs, a savoir les opérateurs
cosinus et sinus, générateurs de tableaux de nombres réels contenant de
nombreux irrationnels. Ces opérateurs permettent une production de
nombres de fagcon procédurale. L’intérét est centré sur la fagon d’obtenir
les valeurs numériques, et non pas sur la nature des objets numériques
produits ni sur le changement de statut du nombre dont on cherche le
cosinus et qui évolue vers un statut de variable de la fonction cosinus. La
guestion « Qu’est-ce que c’est ? » n’est pas actualisée, elle est masquée
par la question « Comment on fait ? ». L’accent étant mis sur les valeurs
particuliéres des angles, le changement de statut précédent est difficile a
faire percevoir aux éléves, méme de fagon intuitive. La proposition des
programmes est de conjuguer les cadres numérique et géométrique pour
commencer a travailler le concept de fonction trigonométrique ; c’est ce
gue commence a mettre en place Clotilde, mais I’importance donnée aux
calculs des valeurs particuliéres de fagon statique occulte la fonction,
alors méme que le but visé en seconde est de dévoiler cette fonction.
Dans la classe de Mathieu, le changement de point de vue sur le cosinus a
été abordé grace a la calculatrice graphique ; ainsi le passage du cadre
numérique au cadre fonctionnel a été illustré par I’obtention d’une
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courbe, donnant un ostensif de la fonction sous-jacente et de sa continuité
perceptible intuitivement.

Une dynamique numérico-géométrique est ainsi mise en ceuvre par les
deux professeurs. Des nombres de différentes natures sont engendrés par
I’opérateur cosinus a partir du cercle trigonométrique et du triangle
rectangle. Cependant une autre dynamique reste implicite : c’est une
dynamique inter-numérique qui pourrait vivre grace a la reprise du travail
numériqgue du début de I’année en lien avec le type de taches
emblématique T et I’écriture canonique des nombres en fonction de leur
nature. Mais il semblerait que ce type de tdches emblématique ne soit pas
exportable en dehors du secteur « Nombres » du domaine « Calculs et
fonctions ». Ce lieu de la trigonométrie en seconde permettrait de
retravailler le numérique, puisque des irrationnels y arrivent « naturelle-
ment ». Cependant la prise de conscience de la nature et de I’écriture de
ces nombres n’est pas de la responsabilité de I’éléve. Pourtant il serait
intéressant de poser la question de la valeur exacte de nombres comme
par exemple cos 17 ou \/ﬁr et de faire savoir aux éléves que I’écriture de
ces valeurs exactes ne peut correspondre ni a un entier, ni a un décimal,
ni a un rationnel, ce qui exclut notamment une écriture décimale affichée
par une machine®. Ainsi en dehors du contexte d’un probléme, les
écritures cos 17 ou \/@ sont a priori les meilleurs signifiants de ces
nombres. Ces exemples pourraient enrichir les prototypes habituels
utilisés comme irrationnels. 1l est intéressant de noter a cet égard que sur
six manuels de seconde édités en 2004 et 2005, un seul — celui de la
collection Hyperbole (Malaval, Courbon, Colonna, Lécole, Noailles &
Tardy, 2004) — donne dans la rubrique intitulée « Le cours » un exemple
d’irrationnel qui est un cosinus, a savoir c0s23 (p.12). Pourtant en
faisant la synthése des nombres rencontrés dans le grand fourre-tout
(Bronner, 1997) du college, ce type de nombres a été fréquenté et peut
étre réinvesti dans un réle d’exemple.

Une autre dynamique reste implicite, c’est la dynamique numérico-
fonctionnelle. Nous avons souligné dans les ruptures entre collége et

5. L’idécimalité de /34 peut étre démontrée en seconde mais non pas celle de cos 17 qui
sera admise.
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lycée, la conception nouvelle en seconde pour le cosinus et le sinus
considérés comme des fonctions de R dans R. Or le travail proposé aux
éleves reste dans le cadre numérique avec un tableau de valeurs et un
dessin statique qui focalise I’intérét pour des angles tres particuliers. Pour
gue les éléves prennent conscience du changement de cadre, il faudrait
qu’ils résolvent des problemes qui nécessitent ce changement de point de
vue, mais ces problémes sont absents de I’organisation mathématique.
Ainsi la continuité de la fonction cosinus est assurée implicitement par le
cercle trigonométrique mais il n’existe pas de tache liée a cette dyna-
mique. Dans le corpus des connaissances necessaires pour le professeur,
nous notons également qu’il existe une catégorie qui correspond a des
problémes qui donneraient du sens aux concepts a enseigner et qui les
motiveraient.

6. Identification d’un probleme de la profession

Nous avons posé dans cet article la question de la construction de
I’espace numérique en classe de seconde. Le probléme qui est observé
dans les classes est la difficulté de sa mise en place conformément au
curriculum officiel. Nous pouvons résumer les demandes institu-
tionnelles : (a) ne pas faire de révisions systématiques ; (b) faire des
reprises du NA en lien avec les autres cadres en particulier le cadre
fonctionnel ; (c) travailler les notions en tant qu’outils dans des
résolutions de problemes.

Des contraintes pesent sur les choix didactiques a différents niveaux
de co-détermination didactique :

— au niveau de la discipline, 1’écriture des programmes qui semble
influencer les progressions suivies par les professeurs et par les
auteurs des manuels ;

— au niveau de 1’école, la place de la classe de seconde, comme
charniere entre college et lycée, et de plus passage obligé vers la
classe de premiére S ou les difficultés en mathématiques deviennent
des handicaps pour les éléves et pour le professeur ;

— au niveau de la société, la réussite en mathématiques est trés souvent

la clé pour s’orienter vers des études supérieures. Ainsi la demande
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sociale peése sur les professeurs de lycée, et en particulier sur les
professeurs enseignant en premiére S et terminale S.

En outre, les représentations des enseignants influencent leurs déci-
sions didactiques. Elles peuvent concerner par exemple leur rapport
personnel & I’activité mathématique, leur perception de I’éléve de
seconde, leur conception des processus d’apprentissage ou encore leur
facon d’expliciter les difficultés des éléves (Larguier, 2005).

Dans les deux classes observées, I’activité proposée aux éleves se
présente presque toujours sous la forme de notions travaillées en tant
qu’objets et pratiqguement jamais comme outils de résolution de probleme
(Douady, 1986). Dans le cadre numérique, les objets sont identifiés par
des ostensifs, les taches sont souvent réduites a des manipulations de ces
ostensifs (« tu mets les racines de trois ensemble » ; « tu remontes tout en
haut» ; «tu enléves les petites barres »: éléments technologiques
entendus chez Clotilde). Ces mathématiques sont coupées de leurs raisons
d’étre, des taches sont travaillées de fagon immotivée. Nous constatons
également que le langage naturel est totalement absent dans les
productions écrites des éleves, alors que ce registre, employé ici au sens
donné par Raymond Duval (1995), est essentiel dans les processus de
conceptualisation. Le travail du numérique est réduit a un travail de
manipulation de signes, le raisonnement semble absent de ce domaine.

En utilisant le filtre du numérique nous avons analysé les éléments de
cet espace numérique de seconde. En particulier nous avons désigné ce
type de tdches T emblématique du numérique qui est le repérage de la
nature des nombres rencontrés dans I’activité mathématique. La raison
d’étre de T pourrait étre de déterminer la forme d’écriture la plus adaptée
par rapport au contexte dans lequel le nombre apparait. Nous avons
recherché des lieux du programme de seconde ou cette tache
emblématique pouvait étre reprise. C’est ainsi que la valeur absolue et la
trigonomeétrie ont été analysées comme étant des habitats possibles.

Ces constats nous ameénent a poser des questions sur les connaissances
que les professeurs devraient pouvoir mettre en ceuvre pour ne pas passer
a coté de nouvelles rencontres concernant le numeérique. Nous identifions
des connaissances épistémologiques spécifiques des mathématiques
enseignées, ce que Chevallard (2005) appelle épistémologie scolaire.
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Nous pourrions formuler cela également en disant que ce sont des
connaissances liées au processus de transposition didactique entre le
savoir savant et le savoir & enseigner (Chevallard, 1991).

Notre travail a permis de débusquer des connaissances nécessaires
pour I’enseignement du numérigque, domaine dont on peut penser qu’il est
tres familier au professeur. Voici quelques exemples de telles connais-
sances :

— La prise de conscience des cadres implicites travaillés a travers les
différents points de vue d’une notion. Pour les themes de la valeur
absolue et du cosinus, nous avons montré comment le flou du
professeur sur les changements de cadres ne permet pas aux éléves de
dépasser les obstacles inhérents aux notions étudiées. Cette identi-
fication entraine alors une question didactique : comment faire
identifier par les éléves des changements de cadre, autrement dit a
travers quels problémes ? Les professeurs devraient connaitre des
exemples de tels problémes.

— Les vraisons d’étre mathématiques de certaines exigences ou
traditions. Par exemple pourquoi s’intéresser a des valeurs particu-
licres d’angles, pourquoi celles-la, pourquoi pas 10° ou 100°?
Pourquoi vouloir des valeurs exactes pour exprimer leurs « lignes »
trigonométriques ? Pourquoi chasser les radicaux des dénominateurs ?
Quels sont les problémes qui nécessitent ces apprentissages ? Ces
raisons sont souvent perdues, elles doivent &tre recherchées pour
motiver la nécessité de certains savoirs.

— La compreéhension de [’organisation globale des programmes du
college au lycée. Nous identifions également une difficulté du c6té du
professeur au niveau de la discipline : elle consiste a percevoir le
programme comme un ensemble cohérent en lien avec les program-
mes des autres classes. La vision d’ensemble devrait permettre de
mieux anticiper les reprises des connaissances antérieures pour les

consolider et permettre les apprentissages sur le long terme.

— Des connaissances sur les processus de conceptualisation des notions
enseignées. Les professeurs devraient savoir anticiper les conceptions
qui vont se développer en lien avec les organisations mathématiques
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choisies. Nous avons vu par exemple comment le concept de valeur
absolue n’est pas construit chez les éléves qui n’ont retenu que des
bribes de praxéologies mises en place. Cela suppose que les
professeurs connaissent également 1’existence d’obstacles épistémo-
logiques et didactiques qui ont été repérés dans les recherches. Un
exemple concerne la valeur absolue, I’appropriation de ce concept par
les éleves nécessite de dépasser au moins quatre obstacles, en suivant
la théorisation de Guy Brousseau (1983) mise en ceuvre par Alain
Duroux (1983). Si les professeurs repérent bien la difficulté d’appren-
tissage de la notion, ils n’ont en général pas pris conscience de la
nature des difficultés.

Les difficultés sont percues par les professeurs comme un probleme
du c6té de I’éleve et non pas comme signal d’un probleme de la
profession de professeur de mathématiques. Mais comment amener les
professeurs a développer ces prises de conscience ? Un paradoxe est le
suivant : les professeurs appliquent en conformité les contenus des
programmes, mais ne savent pas évaluer les besoins mathématiques des
éléves et en conséquence leurs propres besoins concernant leurs connais-
sances personnelles pour enseigner des mathématiques.

Mais comment leur faire acquérir ces connaissances produites par les
recherches en didactique, sans une formation initiale et continue plus
conséquentes ? Nous touchons la a des choix de société et a des choix
politiques. Si la formation tout au long de la vie est affirmée comme
principe, il faut constater la pauvreté de la formation continue et la
brieveté de la formation en didactique dans la formation initiale actuelle.
Cette contrainte pése lourdement sur le déficit de connaissances didac-
tiques du professeur alors méme que le corpus de connaissances néces-
saires au professeur pour enseigner est en train de se constituer grace a
I’implication de chercheurs dans ce domaine en pleine exploration.
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1. Introduction

A number of ATD-based studies have been devoted to analyse or model
the components of mathematics teacher knowledge as well as the
institutional conditions for its development and use (Chevallard, 2002;
Durand-Guerrier et al.). The notion of didactic organisation (DO) has
been proposed to describe the praxeologies which are constructed (by
teachers) with the aim of having students enact a certain mathematical
organisation (MO). In turn, pre- or in-service teacher training aims at
improving teachers’ knowledge basis for enacting DOs. It may be
concerned directly with MOs and hence with at least a part of the
condition for describing the tasks of DOs. It may also be directly
concerned with techniques or theory of DOs. Teacher training (pre- and
in-service) is thus characterised by a kind of second order didactic
organisations, denoted here 2DO. The task types can in principle be
described by way of the teacher knowledge to be developed and the
prerequisites of the participants. However, in some settings with
experienced teachers—Iike the one studied in this paper—the “target
knowledge” may not be so precise. In fact, the main task of a 2DO may
be to facilitate the knowledge exchange and development among teachers.
The technique is how this is done, and ways to describe that may also be
quite well established (as we shall see). A theory of teacher knowledge
and development could contribute to the development and stability of a
2DO0, and often at least “informal” theories are involved in their design
and in the wider “traditions” associated with them.

This paper introduces a general technique of 2DO related to the
development of experienced teachers, which is well established in Japan,
koukai-jyugyou (open lesson), in the setting of teacher research meetings
(kenkyu-kai). The basic idea is that teachers from other schools (up to
several hundred) are invited to observe a class, taught by an expert
teacher, and just after this, to participate in a discussion session with him
—and sometimes other invited experts—on the details of the lesson. Note
that this can be regarded as an element of lesson study (Miyakawa &
Winslgw, 2009a) but developed separately and on a larger scale, with
different purposes.
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In many pre- and in-service teacher education activities, participants
read and talk about DOs and MOs, but without any common access to
any concrete DO. In short, the training activity includes direct access to
an instance of what it is about (i.e., teaching). The fact that this is not
“common” in the 2DO found in many parts of the world seems to be an
obvious case of what Bourdieu (as cited in Chevallard, 2002, p. 11) calls
l’inconscient scolaire (‘“the school unconscious”); such local practices are
considered “natural” and alternatives are not even imagined.

Our aim here is not to describe the phenomenon of koukai-jyugyou in
general; instead, we study in detail one instance of open lesson, through
analyses of videos of the lesson and the discussion. We outline in
particular the DO planned and realised by the expert teacher, the MO
established for children and the 2DO of the whole session, through which
teachers build common knowledge, particularly as regards the techniques
of the observed didactic practice.

2. Context: an “open lesson” festival in Joetsu

The open lesson observed was taught on June 26, 2009, in a second-grade
class (pupils’ age around seven) of the elementary school attached to
Joetsu University of Education, about two hundred kilometres northwest
of Tokyo. This open lesson formed part of two-day kenkyu-kai, held
annually at this school, and attended by hundreds of teachers from all
over Japan. During these two days, the school showcases lessons from all
school disciplines, as well as other aspects of the school’s life, such as
after-school musical and sports activities. It is very important to give a
holistic impression of the school’s life, governed by the general aim of
“preparing pupils to live in human society” (an approximate translation of
the school’s motto). The mathematics lesson considered in this paper was
observed by about 70 teachers. This lesson is part of a series of lessons
whose unit title is “sukkiri by drawing”. The meaning of this Japanese
word is approximately feeling of relief or clarity—I got it”. Concretely,
the teacher of this class aims to give students sukkiri by encouraging
them to produce “heuristic diagrams” that clearly show the problem
situation or its solution. He has practiced this unit since the beginning of
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the school year (in April). Pictures of some diagrams produced by pupils
in previous lessons are exposed in the back of the class.

3. The lesson: mathematical and didactic praxeologies

The teacher first proposes the following “para-task” (t;): There were 16
customers in a Daido bus. Later, some customers got on this bus. Now as
a whole, the number of customers is 34. What would be the next phrase?
After about two minutes of whole class discussion, the class agrees to
consider the following task (t): How many people got on later on? The
mathematical praxeology to be developed has as task type T: Given the
whole and a part, find the other part. Considering this as a problem of
arithmetic, we could represent it as w = p + X where w and p are given
whole numbers and x is to be found. This might lead to techniques such
as the rewriting x = w — p with a technology on “moving elements of an
equation to the other side”, “subtracting the same thing”, etc. However, at
this level and depending on the context, other ways of representing the
task and its solution might appear, such as representing the whole as w
dots, encircling p of them, and counting the dots not encircled to get x.
And even this might be an abstraction from the concrete task that would
not be immediate to students. Indeed, the teacher asks pupils—as in
previous lessons—to make a “picture” (in Japanese: €, a free drawing) or
a “diagram” (in Japanese: zu, clearly distinct from a free drawing, yet not
indicating a precise form) that gives them sukkiri. After a few minutes of
individual drawing, the 40 students are organised into 10 groups. Each
group must produce a common diagram on a sheet of magnetic white
board (each group gets one).

34

Figure 1. A line diagram

The diagrams are then exposed at the blackboard one by one in the order
designated by the teacher, and a “chair” of each group explains it to the
class. This procedure is a didactic technique for the task of making
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students discuss t and propose a shared technique and technology, rather
than mimicking some standardised technique for T.

Indeed, the students produce a relatively large variety of diagrams
(Figure 2). All diagrams except those of groups 4 and 5 bear some
resemblance to senbun zu (line diagrams) in which an addition is
represented as in Figure 1.

l |'I'/~!

N0 q )

Group 10

Figure 2. The diagrams produced by the 10 groups of students
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Groups 4 and 5 (and to some extent 7) have produced a more
“naturalistic” representation of the situation, with pictogram like “people”
in two groups making up 34, and in which you can count “how many
must be added to 16 to get 34”. Besides these elements, several of the
diagrams contain text, such as the upper part of group 1 (on the left-hand
side, “people in the bus”; on the right-hand side, “people who got on”),
and some contain an arithmetic operation (+ or —). The explanations of
the pupils expand this sparse technology, e.g., referring to the diagram of
group 5: The people rounded by a red rectangle are the ones who are
going to get on... hum... Then, the people who are not rounded by a red
rectangle are the ones who are in the bus.

4. Teachers’ discussion

The discussion is organised in the classroom, shortly after the pupils have
left. Most of the participants are seated at children’s tables while others
sit or stand around them. Seated at the teacher’s desk, we find the teacher,
a chairman—a teacher from another school in Joetsu—and a university
professor. After the chairman’s welcome, the teacher gives a few
comments on the lesson and its goals, and then the participants are invited
to pose their questions and make comments. The teacher reacts to most of
them, while the chairman sometimes calls for related questions before the
teacher answers. At the end, the university professor (a mathematics
educator who has been collaborating with the teacher and who, in
particular, observed 14 out of the 16 lessons connected to this project).

The discussion involves 10 participants, one of whom speaks more
than once (posing a total of five questions). We now discuss three main
points in the discussion.

The meaning of “sukkiri”. Several comments and questions address
the meaning of sukkiri in general and the way it applies to the current
lesson. This term appears explicitly in the lesson, particularly in the first
part, as the teacher asks students: Now, in “Sukkiri by drawing!” I had
you all drawing many pictures. You all drew many pictures. What kind of
picture that makes you all sukkiri? He picks up on some naive answers
such as “mountains” (which refers to the particular drawing related to the
line diagram: see Figures 1 and 2) and also the answer “line diagrams”,
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given by one student, which is a goal the teacher had in mind. At the
discussion session, the teachers’ initial address contains the following
explanation of his motivation:

In upper grades, the textbook uses line diagram a lot, or other diagrams,
to explain something. But | asked myself whether children really
understand the diagram and use it as a tool for understanding. In upper
grades, | usually explain how to use the diagram first. This is often
forcing them to use it as a tool to solve problems with diagram. (...) So |
was thinking to start teaching gradually from lower grades, and then
started this course “Sukkiri by drawing!”

Prompted by a direct question on the meaning of sukkiri and its relation
to diagrams, he says:

Sukkiri is to have a picture that helps them to get an answer or to make a
formula, or helps them to see what to do using a question mark, instead of
a picture that just describes precisely the problem situation.

The teachers’ apparent preference for using diagrams as a first approach,
and as a main source of sukkiri, is challenged by some participants. For
instance, one says that

You said that what makes sukkiri for children was a picture. But | think it
might be possibly words, formula, or of course a diagram or picture. |
think it depends on children who have different feelings and apprehen-
sions. This is why a new national program is stressing the relation
between different representations such as words, diagram, and formula.

At this point, sukkiri has become part of the technology of a 2DO,
integrated within the discussion of representations (ostensives) that
appear in the MO of the classroom. The teacher admits that he did not
focus enough on pupils’ reasons to write numbers on their diagrams
(Figure 1). In the last part of the lesson (whole class mode), he focuses on
the operations involved. We now turn to this point.

Techniques to manage children’s ideas. The meaning of subtraction
and addition are important parts of the national curriculum for the second
grade (Japan Society for Mathematics Education, 2000, p. 8). Several
participants challenge the way in which the teacher led the discussion of
both the para-task t; and the pupils’ productions related to task t. The
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point is that the situation seems to imply the technique of addition to get a
whole. As can be seen from the drawing of group 8, it is not easy to use
the subtraction symbol within a diagram otherwise representing the
problem situation; the addition (and implicit equation) in the drawings of
groups 1 and 9 is more appropriate, while it does not directly show a
technique. The teacher could have followed up on some of the alternative
ideas to eventually obtain a shared sukkiri by seeing that subtraction is
appropriate as a technique for t. Some participants observed that
erroneous formulas, like 34 + 16, were eliminated in group discussions,
while others remain (as for group 8). It seems to be the point of several
comments that the delicate transitions between problem situation, task
and technique could have been brought about more clearly, had the
teacher gone along with children’s ideas in different phases of their work.
The discussion in the 2DO therefore proposes a technique in the DO to
lead children to an expected technique (subtraction) to solve task t in the
MO, with respect to a technology of the DO mentioned in the lesson plan
and also by a participant: through the interaction with friends, children
modify and construct their thinking.

Theory. The “theory” referred to in the 2DO includes the national
curriculum but also the school’s philosophy of “preparing pupils to live in
human society”. In the discussion, frequent references are made to these
elements and how the choices realised in the DO could be justified, or
not, with respect to them. The notion of sukkiri could be said to be an
emergent or tentative element of theory too, to the extent it helps unifying
the discussion of how to realise these general aims in the concrete DO.
To that effect, the university professor sums up the reflections of the
participants in two major aims (part of the technology of DO) which the
techniques applied in the lesson might contribute to achieve for students:
helping them to gain a more varied and autonomous tools to reflect about
numerical relations, and more generally to reflect collectively and
thoroughly about the meaning of a problem, rather than to be satisfied
with learning a quick, possibly “unclear” technique to solve it:

... when a problem is given, there would be children who quickly solve it
and get sukkiri. Like [one of the participants] told us earlier, children may
assume sukkiri, even with a wrong answer. When this happens, sharing it
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with other people and asking themselves what is really a problem, and
discussing with them, and thinking what to do (...) is one good experi-
ence they may have. In that sense, | expect that the children grow up who
can’t stop to think, and the Prime Minister will be also one of them.

5. Conclusion

The “open lesson” (including the discussion and situated within a kenkyu-
kai) constitutes an ecology (in the sense of Chevallard, 1988, para. 3.2) of
teachers’ knowledge (2DO) related to a more or less specific set of
mathematical and didactic organisations. In fact, it includes a well-
established and general 2DO-technique for developing and sharing
teacher knowledge in a group of teachers, some of which are experienced
and some of whom may be less experienced. In the open lesson studied
here, we identify a 2DO where the most apparent task is to discuss and
reflect upon a concrete DO-technique for teaching semantic aspects of
addition and subtraction, and also a more general DO-technique which
uses pupils’ diagrams to promote shared reflection on concrete tasks.
However, the 2DO task is not limited to dealing with DO-techniques, and
the common reflection and discussion is certainly meant to enable the
development of more theoretical forms of shared knowledge. In the
session studied, we certainly see the development of more general
technology or even theory of how to orchestrate pupils’ use of various
representations of numerical problems; and also about even more
generical DO-tasks, coming from the institutional context, and about how
to relate them to a concrete DO.

The point of an “open lesson” is not to showcase a “super lesson” but
to constitute such an ecology of 2DO that may be realised with direct
access to a DO (and, with it, to the MO it sets out to teach).
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Abstract. At university level, set theory functional notions are characterized by
specific conceptual and semiotic properties. These properties are not familiar to
students who in high school have been used to manipulate these notions (in
calculus or in the study of geometrical transformations) in tasks where the set
theoretical perspective remains invisible and not operational. In this article, we
study the effect of such a transition in the teaching of set theory functional
notions on the possibility first year university students have of using these
notions in problem solving.

Resumen. En la universidad, las nociones conjuntistas funcionales se carac-
terizan por propiedades conceptuales y semidticas especificas. Estas no son
familiares a los estudiantes, acostumbrados en el Bachillerato a manejar estas
nociones (en analisis o en el estudio de transformaciones geométricas) en tareas
donde la dimensién conjuntista queda invisible y no operatoria. En este articulo,
estudiamos el efecto de esta transicion en la ensefianza de las nociones
conjuntistas funcionales sobre las posibilidades de los estudiantes que entran en
la universidad para utilizar estas nociones en la resolucion de problemas.

Résumé. A ’université, les notions ensemblistes fonctionnelles se caractérisent
par des propriétés conceptuelles et sémiotiques spécifiques non familieres aux
étudiants, habitués au secondaire a manipuler ces notions (dans le cadre de
I’analyse et des transformations géométriques) dans des taches ou I’aspect
ensembliste reste invisible et inopérant. Dans cet article, nous essayons de voir
I’effet de cette transition dans 1’enseignement des notions ensemblistes
fonctionnelles sur les possibilités des étudiants entrant a 1’université a mettre en
ceuvre ces notions dans la résolution de problémes.
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1. Introduction

Dans I’enseignement secondaire tunisien, les notions et le langage
ensemblistes, qui ont vu leur apparition avec la réforme des « mathéma-
tiques modernes », n’ont pas completement disparu lors des réformes
ultérieures, comme ce fut le cas pour les structures algébriques et
I’algébre linéaire. L’institution secondaire a choisi de garder I’usage de
ces notions tout en modifiant leur écologie. Elle recommande ainsi
d’introduire lesdites notions dans différents thémes d’étude au fur et a
mesure des besoins d’enseignement, mais de ne pas les considérer comme
des objectifs d’apprentissage et d’éviter tout exposé général les concer-
nant. A ’entrée de I’université, les enseignants du supérieur, considérant
gue les concepts de base de la théorie des ensembles ont été suffisamment
manipulés dans le secondaire pour étre devenus familiers, passent
souvent rapidement sur I’enseignement de ces notions et ne font pas du
symbolisme associé un enjeu explicite d’enseignement. Cela conduit les
étudiants a développer des mécanismes de travail peu réfléchis dans ce
domaine et constitue une source d’obstacles souvent difficiles & sur-
monter. Ce constat n’est pas spécifique au systéme d’enseignement
tunisien, comme le montrent plusieurs travaux concernant 1’enseigne-
ment supérieur’. Nous considérerons a titre d’exemple les recherches
menées dans différentes universités francaises au sujet de I’algébre
linéaire, dont on trouvera une synthése dans 1’ouvrage coordonné par
Jean-Luc Dorier (1997). Selon les auteurs, les difficultés des étudiants
dans ce domaine « sont [...] révélatrices d’un méme obstacle, massif, qui
apparait pour toutes les générations successives, et pratiquement pour
tous les modes d’enseignement » (p. 105). lls désignent ces difficultés par
I’'obstacle du formalisme. Les expérimentations menées dans le cadre de
ces recherches ont montré a quel point le manque de maitrise du langage
ensembliste et les déficiences en logique élémentaire conduisent a des
blocages dans la résolution de problémes et rendent inopérantes les
connaissances d’algebre linéaire apprises.

1. On pourra consulter par exemple Frédéric Praslon (2000) et Isabelle Bloch (2000) en
France, Marianna Bosch, Cecilio Fonseca & Josep Gascon (2004) en Espagne et Claudia
Corriveau (2007) au Canada.
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Notre travail dans cet article rejoint ces préoccupations. Il vise, a
travers I’analyse de réponses d’étudiants a deux exercices, a montrer les
effets des choix institutionnels concernant I’enseignement des notions
ensemblistes fonctionnelles dans la transition secondaire/supérieur sur les
possibilités de résolution de problémes chez des étudiants entrant a
I’université. Le public concerné par I’expérimentation est constitué
d’étudiants tunisiens poursuivant leurs études en premiere année des
classes préparatoires scientifiques (CPS1 dans la suite). Notons que les
étudiants admis dans ces classes sont choisis parmi les meilleurs
bacheliers de la section Mathématiques et les mathématiques constituent
la matiere de base (étudiée a raison de 12 heures par semaine) dans les
programmes d’étude de ces classes.

2. Contexte de I’expérimentation

L’expérimentation s’est déroulée vers la fin du deuxieme trimestre de
I’année universitaire. Dans la période précédant I’expérimentation, les
étudiants ont étudié toute la partie du programme relative aux notions
ensemblistes, aux structures algébriques, aux espaces vectoriels et
applications linéaires. De ce fait, nous considérons qu’au moment de
I’expérimentation, les étudiants sont assez familiarisés avec les notions
intervenant dans les exercices proposés. Ces exercices sont travaillés dans
deux séances séparées. Dans chaque séance, les étudiants sont répartis en
trois groupes selon leur choix, les membres de chaque groupe étant
appelés a fournir a la fin de la séance une production commune montrant
leur travail. Ces productions ne constituent pas une rédaction finale de la
solution ; elles représentent plutdt des brouillons ou I’on peut voir les
réflexions, les tentatives (réussies ou non) et les démarches entreprises a
propos de la résolution de I’exercice. Elles sont utilisées par la suite pour
analyser les raisonnements produits.

3. Description et analyse de I’expérimentation

3.1. Premiére séance
3.1.1. Enoncé de l’exercice

Soient E et F des K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de
E dans F. On rappelle que le graphe de f est I’ensemble
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G={(xy) e ExFly=f(x)}

Montrer que G est un sous-espace vectoriel (sev) de E x F isomorphe a E.
3.1.2. Analyse a priori
La question de I’exercice comporte deux taches: 1’une consiste a
« montrer que G est un sous-espace vectoriel de E x F » (tdche 1) ; ’autre
a «montrer que G est isomorphe a E » (tAche 2). Deux stratégies sont
possibles pour résoudre I’exercice.

La premiére stratégie permet de réaliser les deux tdches en méme
temps. Elle consiste a construire un morphisme bijectif permettant de
transporter la structure d’espace vectoriel de E a G, ce qui montrera que
G est un sev de E x F et, en méme temps, qu’il est isomorphe a E. On
peut considérer par exemple 1’application ¢ de E dans G (ou dans E x F)
définie par: o(x) = (x, f(x)), ou encore la projection p de E x F sur E
(dont la restriction @ G définit un isomorphisme de G sur E).

Par exemple, avec ’application ¢, on montre que ¢ est linéaire et
bijective. Le théoréme sur le transfert de la structure d’espace vectoriel
permet de conclure que G est un espace vectoriel (donc un sev de E x F)
isomorphe a E.

La deuxieéme stratégie traite les taches 1 et 2 de fagon séparée. Pour la
premiére tache, on obtient que G est un sev de E x F en montrant que G
vérifie les axiomes d’un sev. Pour la deuxiéme tache, on construit une
application de G dans E (ou de E dans G) et on montre qu’elle définit un
isomorphisme entre G et E. Pour cette deuxieme tache, le sujet pourrait
utiliser I’une des applications indiquée dans la premiére stratégie.

Remarquons que la formulation de la question : « Montrer que G est
un sous-espace vectoriel de E x F isomorphe a E », pourrait suggérer a
certains étudiants d’adopter la deuxiéme stratégie.

Terminons par un commentaire sur ces deux stratégies. D’un point de
vue heuristique, la premieére stratégie est plus économique que la
deuxiéme. Elle requiert une appropriation globale de la question et une
bonne disponibilité du théoreme sur le transfert des structures par les
morphismes. La deuxiéme stratégie est plutdét démonstrative, notamment
dans la premiere question qui utilise la définition d’un sev. Pour cette
stratégie, I’articulation (possible) entre les deux taches n’est pas mise en
évidence. D’un autre coté, pour les deux stratégies, la difficulté d’obtenir
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I’isomorphie entre G et E dépend et du choix de I’application et de I’usa-
ge des notions ensemblistes et d’algébre linéaire qui seront mises en jeu.

Notons que le théoréme sur le transfert des structures est étudié et
travaillé au premier trimestre de I’année universitaire dans le chapitre sur
les groupes et qu’il est revu lors de I’étude des autres structures
algébriques.

3.1.3. Résultats pour la premiere seance

Notons d’abord qu’aucun des trois groupes d’étudiants n’a adopté la
premiére stratégie pour répondre a la question. Si nous admettons que les
étudiants ont agi, de facon naturelle, selon I’ordre des taches prescrites
dans la consigne (qui pouvait suggérer de traiter chacune des deux parties
de la question de fagon séparée), il n’en est pas moins vrai que cette
stratégie, en demandant une appropriation globale des données de
I’exercice et une bonne disponibilité des connaissances, semble encore
étre difficile a adopter par les étudiants.

Cela dit, I’analyse des productions des trois groupes montre que les
notions mathématiques sous-jacentes a la résolution de I’exercice (sous-
espace vectoriel, application linéaire, injection, surjection, espaces
vectoriels isomorphes) semblent étre bien connues par les étudiants, et les
pas de raisonnement traduisant les stratégies adoptées sont assez
organisés. Toutefois, les étudiants des deux premiers groupes ont buté sur
la question de I’isomorphisme entre G et E. Les difficultés rencontrées
découlent essentiellement d’une manipulation inappropriée des objets
ostensifs mis en jeu. Examinons par exemple un extrait de la production
du groupe 1 (voir figure 1). Dans cette production, nous remarquons que
pour montrer que G et E sont isomorphes, les étudiants ne caractérisent
pas dans la définition de h I’élément y. S’ils montrent correctement que h
est injective, ils n’arrivent pas a associer un antécédent a un élément (x, y)
de G pour montrer la surjectivité. 1l semble que I’ostensif y choisi,
véhiculant I’idée d’une valeur arbitraire et donc impuissant a exprimer
sémiotiquement la relation y=f(x), a constitué pour eux un obstacle. Le
méme probléme s’est posé lorsque les étudiants ont voulu vérifier la
linéarité de h.
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Figure 1. Production 1 du groupe 1

Les étudiants du deuxiéme groupe ont défini I’application g de E dans G,
qui a x associe le couple (x, f(x)), et ont montré convenablement que g est
linéaire et injective (voir figure 2).
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Figure 2. Production 1 du groupe 2

Dans cette production nous ne rencontrons aucune trace concernant
I’étude de la surjectivité de ’application g. En demandant aux étudiants
du groupe concerné la raison qui les a empéché de montrer que g est sur-
jective, ils ont répondu qu’ils ont voulu pour cela montrer que g(E) = G
Pour obtenir I’inclusion G < g(E), I’écriture G = {(x,y) e ExF |y =
f(x)} les a entrainés dans I’erreur de noter un élément de G par (x, y) au
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lieu de (x, f (X)), ce qui les a perturbés lors de la recherche de I’antécédent
de (%, y).

Concernant la réponse du troisieme groupe, les deux parties de la
guestion sont traitées de facon séparée (voir figure 3). Nous remarquons
que le travail de ce groupe est bien organisé, les calculs bien rédigeés et les
justifications conformes. Le détail de la production de ce groupe nous
montre la finesse des raisonnements et du jeu entre ostensifs et non-
ostensifs nécessaire a la résolution de cet exercice, et 1’on congoit mieux
comment des étudiants (ceux des groupes 1 et 2) qui apparemment
connaissent bien leur cours et savent exprimer a la fois les données du
probléme et ce qu’ils veulent démontrer peuvent échouer a cause d’un
choix inapproprié des moyens ostensifs mis en jeu.
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Figure 3. Production 1 du groupe 3
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3.2. Deuxieme séance
3.2.1. Enoncé de I’exercice

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n (n > 2). H désigne un
hyperplan de E (c’est a dire un sous-espace de E de dimension n — 1).
Montrer qu’il existe une forme linéaire f non nulle sur E telle que H soit le
noyau de f.

3.2.2. Analyse a priori
Nous donnons ci-dessous deux stratégies qui peuvent étre adoptées pour
résoudre I’exercice.

La premiére stratégie consiste & définir f par la donnée de I’image
d’une base de E. On choisit une base (e, ..., e,_1) de H que I’on compléte
en une base (ey,..., €,_1, €,) de E. On pose f(e;) = Ok pourie{l,...,n-1}
et f(e,) = k, ou k est un scalaire non nul. L’application f ainsi définie
répond a la question.

La deuxiéme stratégie consiste a définir f par la donnée de
I’expression de f(x) pour tout x dans E. On considére une somme directe
de E, E=H® H’, ou H' est un sev de E de dimension 1 engendré par un
vecteur a. Tout vecteur x de E s’écrit de fagcon unique sous la forme
X=X +XAa ou X, € H et A e K. En utilisant les conditions «f est
linéaire » et « H est inclus dans Ker f », on obtient : ¥x € E, f(x) = f(A-a)
= A-f(a). L’inclusion Kerf < H (ou encore la condition f non nulle)
entraine que f(a) = Ok. En posant f(a) = k, avec k un scalaire non nul, on
obtient f(x) = A-k pour tout x = x; + A-a dans E. L’ application f ainsi
définie répond a la question.

Terminons par un commentaire. L’exercice est ici du type constructif :
pour prouver I’existence de f, il faut la définir explicitement. Pour ce
faire, les étudiants doivent bien comprendre le rdle joué par les
contraintes de f et doivent pouvoir les reformuler de facon opératoire pour
arriver & les exploiter convenablement. Un choix arbitraire d’une base
de E, ou encore une décomposition non appropriée de x pourrait consti-
tuer un obstacle pour la construction de f.

3.2.3. Résultats pour la deuxiéme séance
Pour résoudre le probléme d’existence de f, les étudiants des trois groupes
ont essayé de définir f explicitement. Les démarches de raisonnement
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entreprises présentent une certaine organisation et les connaissances
utilisées sont correctes dans leur ensemble, bien que nous rencontrions
parfois un certain implicite, ou encore des glissements dans la
formulation de certains résultats (comme I’écriture « E = Kerf @ Imf»
qui se rapproche sémiotiqguement du théoréme du rang «dimE =
dimKerf + dimImf »). Cela est généralement fréquent chez les étudiants
au début de leurs études supérieures. La difficulté essentielle a laquelle
les étudiants des trois groupes se sont heurtés dans cet exercice est la
détermination des images des vecteurs de E qui ne sont pas dans H. Tout
particuliérement, les étudiants ne sont pas arrivés a mettre en évidence
une reformulation convenable de I’hypothese dimG = 1, pour rendre la
décomposition de E en somme directe (E = H & G) opérationnelle et
permettre en conséquence la détermination des images des vecteurs de G.
Examinons maintenant des extraits des productions de chacun des trois
groupes.

Pour le groupe 1 (voir figure 4), la décomposition de E en somme
directe n’a pas été exploitée et les étudiants ont traité f d’un point de vue
ensembliste, en distinguant les éléments de H et ceux de E\H. La
notation « y » attribuée aux images des éléments de E \ H porte implicite-
ment le fait que cette image est non nulle, mais elle ne permet pas de
relier « X » a son image ; «y » apparait ainsi comme la notation d’un
objet libre dans K.
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Figure 4. Production 2 du groupe 1
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Il faut dépasser ce stade pour avancer dans la résolution et, visiblement,
les étudiants n’y parviennent pas. Il y a des mises en relation qui ne
s’effectuent pas du fait de contraintes non prises en considération. Cela a
bloqué I’avancée du travail.

Pour le groupe 2 (voir figure 5), bien que les reformulations adoptées
soient pertinentes eu égard a I’objectif de I’exercice, les étudiants ne sont
pas arrivés a rendre I’hypothése «dimG = 1» opérationnelle pour
déterminer les images des Xg.
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Figure 5. Production 2 du groupe 2

L’expression additive d’un x de E (x = xy + Xg) laisse invisible le fait que
X est dans un espace de dimension 1, et de ce fait la décomposition de E
en somme directe reste impuissante a permettre I’expression de la
contrainte relative a I’image de Xg. La combinaison, dans une forme
unique, entre les expressions de la somme directe et de la dimension 1
n’étant pas produite, les étudiants se sont trouvés dans une impasse.

Passons maintenant au groupe 3. Les démarches entreprises par
I’étudiant de ce groupe (voir figure 6) sont bien organisées, les connais-
sances sont convenablement utilisées et les résultats obtenus sont
correctement justifiés. La rédaction est aussi conforme.

Toutefois, nous notons que la base (ey, ..., e,_1) de H n’a pas permis
d’avancer dans le travail ; c’est plutdt I’expression des vecteurs X, en

fonction d’un vecteur générateur de H; qui manque pour obtenir une
définition compléte de f. Il y a Ia un « état » qui manque dans la stratégie

424



L’enseignement des notions ensemblistes fonctionnelles a I’entrée de I’université

adoptée par I’étudiant. Celui-ci se retrouve a la fin dans la méme situation
que les étudiants des deux premiers groupes.
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Figure 6. Production 2 du groupe 3

En conclusion, pour cet exercice, le choix des objets ostensifs dans la
définition de f, le traitement des formulations symboliques et la nécessité
d’articuler les dimensions sémiotique et conceptuelle dans la décompo-
sition de E en une somme directe ont constitué des obstacles pour les
étudiants des trois groupes pour adopter des méthodes de travail appro-
priées permettant de surmonter les difficultés rencontrées.

4. Interpreétation et conclusion

Dans leur travail, les étudiants ont fait preuve d’aptitudes a fixer des
stratégies de travail, a mobiliser des connaissances mathématiques,
conformes dans leur ensemble, et a les mettre en ceuvre dans 1’explora-
tion des espaces de résolution des exercices proposés. Néanmoins, dans
les productions analysées, les étudiants ne sont pas parvenus a terminer la
résolution des exercices. Les erreurs constatées sont surtout dues a des
difficultés dans le choix de reformulations appropriées et opérationnelles
des données des exercices et dans la possibilité d’articuler les dimensions
sémiotique et conceptuelle dans le choix des moyens ostensifs & mettre en
ceuvre dans la construction des fonctions requises. A notre avis, ces
difficultés, liées a la pratique de résolution de problémes plut6t qu’a
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I’appropriation d’éléments du savoir enseigné, résultent des choix des
institutions ES et CPS1 concernant I’enseignement des notions et langage
ensemblistes et aux difficultés des étudiants a dépasser les différences et
changements brusques intervenant dans I’enseignement de ces notions
dans la transition ES/CPSL.

En effet, en nous situant dans I’approche anthropologique du
didactique, a propos de laquelle on pourra consulter Yves Chevallard
(1999), et en nous basant sur les documents d’enseignement officiels
(programmes, manuels officiels et sujets de baccalauréat pour ES et
programmes et fiches de travaux dirigés pour CPS1), I’étude des rapports
institutionnels aux notions et langage ensemblistes, et particuliérement
celles qui se rapportent aux notions d’application et de fonction, nous a
permis de constater une rupture entre les environnements praxéologiques
relatifs a ces objets mis en place dans les institutions ES et CPS1 (Najar,
2010). Dans ce qui suit, nous explicitons la fagon dont cette rupture se
manifeste essentiellement, tout d’abord dans 1’enseignement secondaire,
ensuite en premiére année des classes préparatoires scientifiques.

Dans I’enseignement secondaire, malgré la présence des notions
ensemblistes fonctionnelles (composition d’applications, image d’un
ensemble par une application, bijection et bijection réciprogue, etc.) dans
divers thémes d’étude, notamment dans I’étude des transformations
géométriques et des fonctions numériques d’une variable réelle, ces
notions ne sont pas considérées par I’institution comme un objectif
d’étude et aucun théme spécifique n’est consacré a leur enseignement.
Cette situation a conduit les auteurs des manuels officiels a introduire
lesdites notions au gré des besoins, chaque fois que le contexte d’étude
I’exige. Cela a entrainé un manque dans I’institutionnalisation des notions
utilisées et une absence de structuration dans leur présentation. D’un
autre cOté, dans les exercices ou interviennent ces notions, on s’efforce de
mettre a la disposition des éléves des techniques de travail qu’il serait
possible d’utiliser sans faire appel aux notions ensemblistes sous-jacentes
ou au discours technologique associé. Par exemple, pour les taches de
composition et de décomposition des transformations géométriques, les
techniques associées sont étroitement liées aux objets ostensifs utilisés
dans la désignation de ces transformations. La réalisation de ces
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techniques dépend des conditions géométriques de la situation et utilise le
formulaire mis a la disposition des éleves, relatif aux différents cas de
composition et de décomposition de ces transformations, comme par
exemple : (a) t. ot =t. -~ (composition de deux translations) ;
(b) Sop) ©Siom = 0, 2(0K.08) (composition de deux symétries orthogonales

d’axes sécants) ; (c) S(O, k, 8) = h(O, k) o r(O, 6) (décomposition d’une
similitude directe en une homothétie et une rotation).

Pour la recherche de I’image par une transformation géométrique
d’une partie du plan (une figure géométrique la plupart du temps), les
techniques utilisées se référent généralement a I’aspect synthétique global
de la figure géométrique considérée (et non a sa nature ensembliste
comme ensemble de points) et on s’intéresse a I’effet cinématique de la
transformation considérée (translation, rotation, etc.) plutdt qu’a son
aspect fonctionnel. Concernant le probleme de la bijectivité d’une
application, posé exclusivement dans les exercices d’analyse, son étude
est limitée aux fonctions continues et strictement monotones. Montrer
gu’une fonction est bijective d’un intervalle | de R sur f(I) revient alors a
étudier ses propriétés analytiques sur | (continuité et sens de variation via
la fonction dérivée). Cette facon de procéder a limité la mise en ceuvre
des notions ensemblistes fonctionnelles dans les exercices a des taches
rigides (voir M. Bosch, C. Fonseca & J. Gascon, 2004) et répertoriées, ol
I’aspect ensembliste des notions reste invisible et inopérant, et dont les
praxéologies mathématiques associées sont dans leur majorité ponc-
tuelles.

En CPS1, en revanche, les notions ensemblistes sont présentées des le
départ de fagon structurée et en toute généralité. L’environnement
praxéologique relatif au travail de ces notions est essentiellement
constitué par des praxéologies mathématiques locales ou régionales dont
les composants technologiques sont souvent sollicités dans la mise en
ceuvre de ces praxéologies dans les exercices. Le fonctionnement des
connaissances dans le topos des étudiants se trouve par conséquent tres
proche de ce qu’il est dans les développements théoriques du cours. Nous
remarquons en méme temps une négligence quant au fonctionnement des
connaissances enseignées au niveau technique, comme 1’a montré Aline
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Robert (1998), ce qui rend difficile le retour sur les praxéologies mathé-
matiques ponctuelles étudiées dans ES et la mise en évidence du lien
entre ces praxéologies et les praxéologies locales étudiées dans CPS1.
Cela crée une rupture et un dysfonctionnement dans les organisations
praxéologiques au niveau de la transition ES/CPS1 et conduit naturelle-
ment a des difficultés d’apprentissage pour les étudiants dans I’institution
CPS1. Cette rupture semble étre difficile a dépasser par les étudiants
entrant & I’université.

Par ailleurs, I’usage du langage ensembliste et, plus généralement, du
symbolisme mathématique dans le supérieur est généralement considéré
par les enseignants comme naturel et il est supposé que son usage repété
en entrainera la maitrise. Or, pour Marianna Bosch et Yves Chevallard
(1999), il faut se méfier de cette naturalisation des ostensifs. lls sou-
lignent ainsi que

la méprise qui consiste a supposer que la perception des ostensifs serait
naturelle — c’est a dire non construite — explique dans une large mesure ce
que la théorie des situations a mis en évidence sous le nom de stratégies
didactiques d’ostension. On désigne par ce terme les pratiques d’en-
seignement ou le professeur se limite & montrer aux éléves un objet
ostensif en croyant qu’il se créera un rapport adéquat a cet ostensif et,
surtout, aux non-ostensifs auxquels il est censé renvoyer. (p. 92)

Cela souléve le probleme des nécessités d’apprentissage liées a la
pratique des mathématiques, que les apprenants ne semblent pas pouvoir
acquérir par des efforts personnels et pour lesquelles des actions
didactiques semblent &tre nécessaires. Dans I’objectif de décrire ces
besoins d’apprentissage qui sont sous-estimés, voire ignorés par
I’institution, et de prouver 